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1 Vorbemerkungen

Wozu dieses Pamphlet?

Manchmal driicken sich Lesende nicht so ganz klar aus und / oder die Horer horen falsch
hin oder die Mitschrift wird aus sonstigen Griinden nicht so ganz perfekt. Deshalb habe
ich mir vorgenommen, jeweils nach jeder Vorlesung eine Kurzfassung meines Manuskripts
ins Netz zu stellen. Kurzfassung heifit, dass Herleitungen und Zwischenschritte nicht so
ausfiihrlich dargestellt werden, wie in der Vorlesung selbst. Auch Abbildungen und Skiz-
zen werden wohl nicht alle Eingang finden kénnen. Aber die Hauptlinien der Argumen-
tation und die Eckformeln sollen enthalten sein. Dies soll den Studierenden ermdoglichen,
ihre Mitschriften zu kontrollieren und evtl. zu ergénzen. Es ist aber kein Ersatz fiir die
Vorlesungsteilnahme, die Mitschrift iiberhaupt und die Benutzung von Biichern. Auch ist
noch unklar, ob ich meinen guten Vorsatz bis zum Ende durchhalten kann.

Was ist Elektrodynamik?
Elektrodynamik ist eine der Grundsdulen der Physik. Sie befafit sich mit den Phéno-
menen Elektrizitdt und Magnetismus. Dahinter versteckt sich eine ganze Menge. Zur
[lustration einige Stichworte:

- Radio, Fernsehen - Gliithlampe

- Elektroenergie - Elektronik

- Elektromotor - Telekommunikation

- Elektrowédrme - Magnetkissenbahn

- Hochspannungsleitung - Ziindkerze

- EEG - Elektronenrechner

- Blitz - Radar

- Licht - optische Informationsnetze ...

Allein diese Stichworte umfassen eine riesige Vielfalt elektromagnetischer Erscheinungen,
die von uns Menschen beherrscht werden bzw. nutzbar gemacht wurden. Voraussetzung
dafiir ist die genaue Kenntnis der diesen Erscheinungen zugrundeliegenden Naturgesetze.
Man konnte nun denken, dal jede Erscheinung ihre eigenen Gesetze hat. Das ist aber
gliicklicherweise nicht so: Alle elektromagnetischen Erscheinungen lassen sich auf einige
wenige Grundgesetze zuriickfithren. Mathematischer Ausdruck dieser Grundgesetze sind
die Maxwellschen Gleichungen (J.C. Maxwell 1864) als fundamentales Gleichungssy-
stem der Elektrodynamik.

In der Ausbildung von Physikstudenten wird die Elektrodynamik oft in 2 Etappen gelehrt.
Im Rahmen der Experimentalphysik wird von den vielféltigen elementaren physikalischen
Erscheinungen ausgegangen und durch Verallgemeinerung das theoretische Verstindnis
Stiick fiir Stiick zusammengesetzt. Die Maxwell-Gleichungen sind dabei gewissermaflen
ein Endpunkt. In der nachfolgenden theoretischen Elektrodynamik kann man dann umge-
kehrt diese Gleichungen an den Anfang stellen und die theoretischen Methoden entwickeln,
wie aus lhnen die Vielfalt spezieller Phinomene und GesetzméfBigkeiten abgeleitet wird.

Was bietet dieser Kurs?
Fiir diesen Kurs im Rahmen der theoretischen Physik will ich ebenfalls den deduktiven
Weg beschreiten. Die Maxwellgleichungen stehen also ziemlich am Anfang. Davor kommt
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nur zwei gewissermaflen einfiihrende Kapitel. Im ersten werden die mathematischen Hilfs-
mitel plausibel gemacht, mit denen die Maxwellgleichungen formuliert sind. Im zweiten
werde ich die aus meiner Sicht fiir das Verstdndnis der Maxwell-Gleichungen wichtig-
sten experimentellen Erfahrungstatsachen zusammenstellen. Das scheint mir notig, weil
eventuell einige Studierende im Rahmen ihres Nebenfachstudiums keine experimentelle
Elektrodynamik gehdrt haben. Der Schwerpunkt des Kurses wird aber in der Herleitung
von GesetzméBigkeiten fiir spezielle elektromagnetische Erscheinungen aus den allgemei-
nen Maxwellschen Gleichungen liegen.

Dabei méchte ich etwa bis Pfingsten folgende Punkte behandeln:
Angestrebtes Programm

a). Vorbemerkungen
b). Mathematische Charakterisierung von Feldern

¢). Grundbegriffe

Ezperimenteller Grundtatsachen in aller Kiirze
d). Die Maxwellgleichungen - Grundgleichungen der Elektrodynamik

e). Direkte Lésung der Maxwellgl. fiir hochsymmetrische Spezialfille
(Punktladung, geladene Kugel, Plattenkondensator, gerader stromdurchflossener Draht,
Ringspule)

f). Allgemeine Theorie des elektromagnetischen Feldes im Vakuum

(a) Grundaufgabe

(b) Einige allgemeine Folgerungen aus den Maxwellgl.
(Mathematische Charakterisierung, Superpositionsprinzip, Ladungserhaltung)
(c) Die elektrodynamischen Potentiale

(Einfiihrung derselben, inhomogene Wellengleichungen, allgemeine Losungsformeln,
Klassifizierung von Spezialfillen)

g). Stationire Felder

(a) Statische Ladungsverteilungen
(Punktladung [mit Delta-Funktion], Dipol, Potential einer weit entfernten Ladungs-
verteilung)

(b) Stationire Strome
(Herleitung Biot-Savart, Feld eines Kreisstroms)

h). Medien in elektromagnetischen Feldern

(a) Dielektrika
(Modell: Kontinuum von Dipolen;
Polarisationsladungsdichte, D-Feld, Polarisation, Dispersion)

(b) Leiter im statischen Feld
(Modell: frei bewegliche Elektronen;
Abschirmung, Influenz, Spiegelladungsmethode)
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(c) Nichtleiter im Magnetfeld
(Modell: Kontinuum von Kreisstomen;
Magnetisierung, Dia-, Para- und Ferromagnetismus, Torroid mit Luftspalt)

i). Die Energie des elektromagnetischen Feldes

j)- Quasistationire Felder
(Komplexer Wechselstromwiderstand, Schwingkreis)

k). Elektromagnetische Wellen

(a) Antennenmodell ”Hertzscher Dipol”
(b) Ebene elektromagnetische Wellen als Grenzfall
(c) Elektromagn. Wellen in Medien

Berlin, am 16.4.2000 HJW.
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2 Mathematische Charakterisierung von Feldern

2.1 Motivation

Theoretische Elektrodynamik ist eine Feldtheorie. Sie benutzt spezielle Differential- und
Integral-Operationen, die in diesem Anhang zusammenfassend skizziert werden. Skizzie-
ren heifft: wirklich nur ganz kurz, ohne Beweise oder Erorterung von Voraussetzungen,
als Gedankenstiitze. Ausfiihrlichere Darstellungen kénnen in den meisten Lehrbiichern
der Elektrodynamik gefunden werden. Das fiir uns wichtigste ist auf meinem gesonderten
Merkzettel zusammengestellt.

2.2 Felder

Skalarfeld:
Ein Skalarfeld ist eine physikalische Grofie U, die in jedem Raumpunkt 7 einen definierten
Wert U(7) hat.

Beispiel: Dichte p(7) einer Masseverteilung

Vektorfeld:
Wenn entsprechend eine physikalische Grole durch einen Vektor #(7) in jedem Punkte
charakterisiert wird, so spricht man von einem Vektorfeld.

Beispiele:

e Geschwindigkeitsfeld ¥(7) einer stromenden Fliissigkeit.
Gibt die Stromungsgeschwindigkeit der Fliissigkeit in jedem Raumpunkt an.

e clektrische Feldstirke E (7) eines elektromagnetischen Feldes.

2.3 Differential-Operatoren

Hier kennzeichnet das Symbol := die Definitionsgleichung, weitere dquivalente Schreib-
weisen sind jeweils mit = angehéngt.

.0 -0 L0 (0 0 0\ _d
Nabla-Operator V := €x%+€ya—y+€z§ = <8x’8y’8z> = 0 (2.1)

Der Einheitsvektor in z-Richtung wird mit €}, bezeichnet, die anderen Einheitsvektoren
entsprechend.

Der Nabla-Operator ist lax gesprochen die Ableitung nach dem Ortsvektor 7. Er ist
zugleich Vektor und Differentialoperator. Jede seiner 3 Komponenten bedeutet die Ab-
leitung nach der zugeordneten Raumkoordinate. Die verschiedenen Moglichkeiten der
Anwendung von V auf Skalar- und Vektorfelder ergeben gerade die in der Elektrody-
namik bendétigten Ableitungsoperatoren grad, div und rot. Diese werden im folgenden
angegeben, eine anschauliche Interpretation erfolgt spéter.
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Gradient: Der Gradient eines Skalarfeldes ist das Vektorfeld

ou ou oUu oUu oU oU dU
dUR) = VUF) = €y + 8yt o = (oo o 0] = S5 (2.2
grad U (7) := VU(7) €y + €y 9 +e P (83: o 8z> T (2.2)
Divergenz: Die Divergenz eines Vektorfeldes ¢() ist das Skalarfeld
dv, Ov, Ovu,
ivi(r) ==V -u(r) = — . 2.
divd(r) := V - () o T Y +, (2.3)

Rotation: Die Rotation eines Vektorfeldes #(7) ist das Vektorfeld
ov, Ov v ov ov, Ov
t D7) = - :_,I z Uby > [ YV z _,Z Uy z) (94
ot 9(F) ==V x 9(7) ‘ <8y 8z>+ey<8z 8x>+e (83: 8y> (2.4)

2.4 Integraltypen

Fiir das Verstandnis der Maxwell-Gleichungen und ihre Anwendung auf manche konkrete
Fille ist ihre integrale Formulierung wichtig. Dabei treten verschiedene Integraltypen
auf, deren Begriffsinhalt hier kurz skizziert werden soll. Die Symbolik ist bei einigen
Feinheiten in der Literatur nicht ganz einheitlich, hier gebe ich nur die von mir verwendete
an. Sie sollen verstehen, was damit gemeint ist, auch ohne es in jedem Falle ausrechnen
kénnen. Es ist sinnvoll, dabei vom gewo6hnlichen bestimmten eindimensionalen Integral
auszugehen.

Erinnerung an das gewohnliche bestimmtes Integral: Das bestimmte Integral
b
/ F()do = lim S f(w) da (2.5)

ist der Flécheninhalt unter der Funktion f(x) im Intervall zwischen a und b. Zur Berech-
nung mufl man (mindestens gedanklich) eine Folge von immer feiner werdenden Untertei-
lungen des Integrationsintervalls in lauter kleine Subintervalle ¢« = 1, .... vollziehen. Wenn
x; ein Punkt im Subintervall 7 ist und dieses die Lénge dx; hat, so ist f(z;) dx; eine um so
bessere Approximation fiir den Beitrag des Subintervalls zur Fléche, je kleiner dx; wird.
Wenn also die Liange dr des ldngsten Subintervalls gegen null geht, bleibt der Summe auf
der rechten Seite von (2.5) nichts weiter {ibrig, als gegen den Flicheninhalt zu streben.
”Verniinftige” f(z) vorausgesetzt, die man in der Physik in der Regel aber hat.

Die Symbolik auf der linken Seite von (2.5) driickt diesen Grenzprozef in gewissem Sinne
abstrakt aus. dz ist eine infinitesimal kleine Subintervall-Lénge, f(z)dz der Flichen-
Beitrag eines entsprechenden kleinen Intervalls um z herum und [ symbolisiert die Auf-
summation iiber die unendlich vielen infinitesimal kleinen Subintervalle.

Weg-Integral (iiber krumme Wege): Die Funktion im z-Integral (2.5) kann ruhig
aufler von z auch noch von den anderen beiden Raumkoordinaten y, z abhéngen (d.h. ein
Skalarfeld im Sinne von Abschnitt 2.1 sein). Diese beiden Koordinaten bleiben wihrend
der Integration einfach unverdndert. Der Wert des Integrals hingt dann natiirlich von
ihnen ab. Das ist dann schon ein Wegintegral. Und zwar das Integral des Skalarfeldes
f(7 entlang eines geraden Weges auf der z-Achse vom Punkt 7; = (a,0,0) zum Punkt
75 = (b,0,0).
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Wegintegral eines Skalarfeldes: Léifit man den Bezug auf die z-Achse weg, so 148t
sich dieses Integral schreiben als

/F £ ds = Jim S 1(7%) dss. (2.6)

ds wird dabei iiblicherweise fiir die Lidnge eines infinitesimal kleinen Linienelements ge-
nommen. Weil nun nicht nur gerade Linien in lauter Subintervalle unterteilt werden
kénnen, sondern auch ziemlich krumme, sich irgendwie durch den Raum windende, kann
man damit praktisch entlang beliebiger krummer Linien integrieren (zumindest gedank-
lich, das ” Ausrechnen” kann sehr schwierig oder gar unmdoglich werden). Natiirlich héngt
der Wert des Integrals zwischen den beiden Punkten vom Weg ab, den man dazwischen
geht. Man miifite also eigentlich noch immer den konkret gemeinten Weg mit angeben.
Weil wir aber Wegintegrale {iber Skalarfelder eigentlich gar nicht brauchen, will ich das
nicht ausmalen, sondern gleich iibergehen zu den wichtigeren

Wegintegral eines Vektorfeldes — offene Wege: Fiir Kraftfelder ﬁ(f‘) sind solche
Integrale

/ F(R)ds = lim > F(7) - ds; (2.7)
Fl ds—0 P

als mechanische Arbeit wohlbekannt. Neu ist hier das Auftreten eines vektoriellen Lini-
enelement ds. Dessen Betrag ist die iibliche Linge des infinitesimalen Subintervalls. Seine
Richtung ist in jedem Punkt tangential entlang des Weges in ” Marschrichtung” (d.h. ent-
lang der Durchlaufrichtung von Anfangs- zu Endpunkt). Aufsummiert werden miissen
dann die Skalarprodukte der lokalen Feldvektoren F mit den vektoriellen Linienelemen-
ten.

Wegintegral eines Vektorfeldes — geschlossene Wege: Wenn Anfangs- und End-
punkt der Integration iibereinstimmen, hat man ein geschlossenes Integral. Das wird
durch einen Kreis im Integralzeichen gekennzeichnet. Fiir solche Integrale gibt es eine
gesonderte Bezeichnung:

]{17(7*) ds Zirkulation des Vektorfeldes 7 entlang geschlossener Linie. (2.8)

Diese Bezeichnung ergibt sich aus der Anschauung fiir den Fall, da§ ¢(7) das Geschwin-
digkeitsfeld einer Stromung ist. Dann ist das Integral ndmlich {iberhaupt nur von null
verschieden, wenn die Fliissigkeit irgendwie entlang des gewihlten geschlossenen Weges
herumzirkuliert. Bei verwirbelten Stromungen ist das was ganz normales. Das Vorzeichen
der Zirkulation héngt natiirlich von der Umlaufrichtung des Weges ab. Bei unverwirbelten
Stromungen oder bei konservativen Kraftfeldern verschwinden Zirkulationsintegrale.

Flichen-Integral (iiber krumme Flichen): Das Prinzip von der immer feineren
Aufteilung des Integrationsgebietes in kleine Elemente kann man natiirlich auch auf héher-
dimensionale Gebiete anwenden. Von den Fldchenintegralen brauchen wir nur die soge-
nannten Flufintegrale

/ 7(F) dA = lim > (7) dA; FluBl des Vektorfeldes 7 durch Fliche A. (2.9)
A -
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Hier treten vektorielle Flichenelemente dA auf. Ihr Betrag gibt den Flidcheninhalt der
infinitesimalen Teilfliche an, [hre Richtung ist durch eine Fldchennormale gegeben. Wel-
che von den beiden Flichennormalen man nimmt, hingt von der Situation ab und wird
weiter unten erdrtert werden.

Die Bezeichnung ”FluBlintegral” ergibt sich aus der Anschauung fiir den Fall, da§ ¥(7) das
Geschwindigkeitsfeld einer Stromung ist. Dann ist #(7) - dA nimlich gerade die Menge
Fliissigkeit, die pro Zeiteinheit durch das Fldchenelement flieft. Das Integral ist dann
entsprechend die DurchfluBmenge pro Zeiteinheit durch die Gesamtfliche A, mit der das
Integral gekennzeichnet ist.

Bei Integration iiber geschlossene Flichen (also Oberfldchen (V) von Volumina V') wird
wieder ein Kringel ins Integral gemalt. Auflerdem wird hier per Konvention immer die
duflere Flachennormale genommen, so daf

% 7(7) dA (2.10)
V)

die pro Zeiteinheit aus dem Volumen V' durch seine Oberfliche (V') hinausstromen-
de Fliissigkeitsmenge bedeutet. Wenn aus einem Volumen sténdig Wasser nach auflen
flieit, mufl im Innern irgendwo eine Quelle sein. Deswegen wird dieses Integral auch als
Quellstirke des Feldes in V' bezeichnet.

Volumen-Integral (iiber endliche Volumina): Wir brauchen nur skalare Volumen-
integrale

JL e = S s av, (.11)

wo nun dV ein infinitesimales Subvolumen ist und der Rest vollig analog zu den niederen
Dimensionen.

2.5 Integralsitze

Die Integralsitze von Gaufl und Stokes spielen eine grofle Rolle in der Elektrodynamik.
Sie erlauben die Umwandlung von der differentiellen in die integrale Form der Maxwell-
gleichungen und helfen bei der anschaulichen Interpretation von div und rot. Fiir das
Versténdnis ist es giinstig, zunédchst wieder einfache Integrale zu betrachten. Fiir diese
gilt bekanntlich

b
d
/ ];(5) de = f(b) — f(a) Fundamentalsatz Integralrechnung. (2.12)

Wichtig fiir uns: Das Integral der Ableitung einer Funktion {iber ein Gebiet [a,b] wird
bestimmt durch die Funktionswerte auf dem Rand. Ganz analoge Aussagen gelten fiir die
”Vektorableitungen” grad, div, rot von Feldern. Am einfachsten ist das fiir den Gradien-
ten:

/ " erad U(7) ds = U () — U(7) (2.13)
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Das ist offensichtlich die direkte Verallgemeinerung von (2.12). Und IThnen aus der Me-
chanik schon bekannt. Dieses Integral ist offensichtlich vom Integrationsweg unabhéingig.

Die beiden Integralsétze fiir div und rot haben eigene Namen:

/ divodV = 7{ 7dA Integralsatz von Gaul  (2.14)

4 V)

/ rotvdA = 7{ 7ds Integralsatz von Stokes (2.15)
A (4)

Gaufl in Worten: Integriert man die Divergenz eines Vektorfeldes iiber ein Volumen
V, so ist das Integral gleich dem Flufi des Vektorfeldes durch die Oberfliche (v) des
Volumens.

Stokes in Worten: Der Flufl der Rotation eines Vektorfeldes durch eine Fliche A ist
gleich der Zirkulation des Vektorfeldes entlang des Randes (A) dieser Fliche.

Beim Stokes ist noch eine Anmerkung noétig: Bei der Berechnung der Zirkulation rechts
muf} der Umlaufsinn um die Flache "rechtshéndig” zur Fldchennormalen genommen wer-
den. Also so wie die Drehrichtung einer rechtsgéingigen Schraube, die in Richtung der
Fldchennormalen in die Flidche hineingeschraubt wird. Oder so wie die Finger der rechten
Hand zeigen, wenn man den Daumen in Richtung Flachennormale streckt und die anderen
Finger um diese herumwickelt.

2.6 Anschauliche Interpretation von grad, div, rot

Der Gradient wird hier nur als Gedankenstiitze erwidhnt, weil schon in der Mechanik
behandelt.

Gradient: Anstiegsvektor
Der Gradient eines Skalarfeldes U(7) zeigt in Richtung des steilsten Anwachsens von U.
Sein Betrag ist gleich dem Anstieg von U in diese Richtung.

Divergenz: Quelldichte
Wir betrachten eine Folge immer kleinerer Volumina AV, die sich auf einen Punkt
zusammenziehen. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gilt offensichtlich

1
divd(r) = AIXI/IEFA— . divddv. (2.16)

Das Integral wird mit dem Integralsatz von Gaufl umgeformt:

VI 1 L, -
divd(r) = AI\I/IEFAV %AV)UdA. (2.17)

Wir denken uns nun das Vektorfeld /(i) wieder als Geschwindigkeitsfeld einer sationér
stromenden Fliissigkeit. Dann ist das Integral rechts ja gerade die Menge Fliissigkeit, die
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pro Zeiteinheit aus dem Volumen AV herausfliet. Was herausflieft mufl im Innern durch
”Quellen” eingespeist werden. Das Fluflintegral ist also gleich der Menge von Fliissigkeit,
die im Innern aus den Quellen flieffit. Geteilt durch das Volumen AV gibt die mittlere
Quelldichte in AV. Im Limes AV — 7 konvergiert diese mittlere Quelldichte gegen die
Quelldichte in dem Punkt, auf den sich die Folge der Volumina zusammenzieht. Also
kann div #(7) als die Quelldichte der Fliissigkeit im Punkt 7 interpretiert werden.

Rotation: Wirbeldichte

Ahnlich geht es mit der Rotation, nur etwas komplizierter, weil das ein Vektor ist. Weil
die Rotation im Integralsatz von Stokes vorkommt und dort in einem Fldchenintegral
steht, betrachten wir diesmal eine Folge von Flichen AA, die auf einen Punkt 7 zusam-
menschrumpfen. Alle Flichen der Folge seien eben und haben die gleiche Richtung der
Fliachennormale, sagen wir entlang eines Einheitsvektors €. Mit Mittelwertsatz Integral-
rechnung und Stokes ergibt das

é- rotv(r) = Al}lrilfﬁ/m rot 7dA = limqﬁj{M)ﬁcfs. (2.18)
Zur Interpretation fassen wir das Vektorfeld ¢ wieder als Geschwindigkeitsfeld einer strémen-
den Fliissigkeit auf. Denken wir zunéchst an einen Fluf}; der zwar schon triage dahinflief8t
und eine ebene Oberfliche hat, aber immer noch etwas verwirbelt ist (Elbe bei Dresden).
Die Folge von Flidchen realisieren wir (gedanklich) durch immer kleiner werdende Kor-
kringe, die wir auf das Wasser legen. € steht dann senkrecht zur Wasseroberléche. Die
Korkringe schwimmen den Flufl hinab. Dabei drehen sie sich, wenn in ihrem Inneren
ein Wirbel sitzt. Die Drehgeschwindigkeit ist also ein Maf} fiir die Stirke der Wirbel im
Innern. Verursacht wird die Drehung aber nur durch die Zirkulation der Stromung der
Wasserteilchen am Rand der Fléiche, dort wo der Korkring aufliegt. Der Quotient aus
Zirkulationsintegral und Fliche rechts in (2.18) ist also irgendwie so was wie eine mittlere
Wirbeldichte innerhalb des Ringes. Folglich ist es einleuchtend, den Limes gerade als die
Wirbeldichte im Punkt 7 zu bezeichnen.

Wirbel sind aber nicht nur an der Oberfliche des Flusses da. Sie setzen sich nach unten
als Wirbelschlduche bzw. -Fédden fort. Man kann das z.B. in der Badewanne beobachten,
wenn man das Wasser rauslifit. Oder extrem bei einem Tornado in der Athmosphére.
Diese Wirbelfdden kénnen durchaus krumm und gewunden sein. Die lokale Verwirbelung
wird immer durch einen Vektor charakterisiert. Seine Richtung ist die der Drehachse
(des Wirbelfadens), sein Betrag charakterisiert die Stérke der Verwirbelung. Dies leistet
gerade der Vektor rot (7).

2.7 Einige Rechenregeln mit V

Die wichtigsten Rechenregeln sind auf meinem Merkzettel zusammengefafit und werden in
den Ubungen vertieft bzw. in der Vorlesung dann nochmals erliutert (begriindet), wenn
sie gebraucht werden. Hier nur die dabei anzuwendenden Rechenrezepte und jeweils
ein Beispiel. Grundsitzlich mufl jeweils sowohl der Operatorcharakter (alles ableiten,
was dahinter steht) als auch der Vektorcharakter (Verkniipfung durch unterschiedliche
Produkte moglich) beachtet werden.
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a.) Produktregel bei Produkten von Feldern
Einfache Differentialrechnung: (f-g)' =f" -9+ f -4

Bei Anwendung von Nabla auf Produkte von 2 Feldern schreibe man zunéchst das Produkt
als Summe zweier identischer Produkte, in denen jeweils ein anderer Faktor als derjenige
gekennzeichnet wird, auf den die Ableitungsoperation wirkt (bei mir Pfeil dariiber), dann
sortiere man die Reihenfolge in den Produkten so um, dafl nur noch das gekennzeichnete
Feld hinter dem Nabla steht und lasse die Kennzeichnung wieder weg. Beispiel:

{ {
div(ix¥) = V- (dx¥)=V-(dx0+idx v) (2.19)
V(i x¥)+V-(ix 7)) = (Vxd)-7—(Vx¥)-4 (2.20)
= ¢ rotd —u rotd. (2.21

b.) Kettenregel bei impliziten Abhingigkeiten

df (9(x)) _ df dg

Einfache Differentialrechnung: g = e dr
x g dz

Eselsbriicke: der Bruch df /dz wird mit dg erweitert. Die Eselsbriicke hilft auch bei Nabla,
wenn man dies formal als d/dr auffafit. Beispiel:
d _dUu dV dU

gradU(V (7)) = VU(V(7)) = e U\V(r)= WV OaF v grad V. (2.22)
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3 Physikalische Grundbegriffe Elektromagnetismus

3.1 Ladung und Strom

Altertum: Reiben von Elektrit — l4dt sich auf,
spiirbar durch Kraftwirkung (auf Stdubchen, Haare streuben sich) oder gar Funken

Anfang 18. JH:
2 verschiedene Ladungssorten (gleichartige AbstoBung, verschiedene Anziehung)
Eine Sorte nennt man positiv, die andere negativ (welche wie ist Konvention).

Heute wissen wir auflerdem u.a.:

Elektrische Ladung ist fundamentale Eigenschaft elementarer Bausteine der Materie:
geladene Teilchen wechselwirken elektromagnetisch.

Die Ladung des Protons wird als Elementarladung e bezeichnet?.
Elektronen tragen die Ladung —e, das Neutron ist neutral.

Makroskopische Koérper:
Elektrische Ladung = Summe der Ladungen der Elementarbausteine.
MafBeinheit ist das Coulomb, 1C = 1As. Es gilt e = 1.602176462... x 10~1° C.

Die Ladungsdichte beschreibt die riumliche Verteilung der Ladung im Korper: 3

o(F) = lim & {AV —  kleines Volumen mit 7 drin (3.1)

av—i AV A@ — Ladungsmenge in diesem Volumen

Wenn sich geladene Teilchen bewegen, tritt ein elektrischer Strom auf.

Wohlbekannt aus Alltag: Strom durch einen Draht.

0 At — infinitesimales Zeitintervall

Stromstérke [ := At AQ@ — Ladungsmenge, die wihrend At (3.2)
den Drahtquerschnitt durchflief3t

Réumliche Verteilung der Ladungsstromung:

i Teilchensorte,
Stromdichte J(7) := Zpi(f') 0;(7) Di deren Ladungsdichte u. (3.3)
: v;(7)  mittlere Geschwindigkeit

1Es sind noch 3 weitere fundamentale Wechselwirkungen bekannt: Gravitation, schwache und starke
Wechselwirkung. Elektrische Ladung spielt beziiglich der elektromagnetischen WW eine analoge Rolle,
wie die Masse beziiglich der Gravitation.

2Das blieb auch so, nachdem man festgestellt hatte, dal Protonen nicht elementar sind, sondern aus
Quarks mit drittel bzw. zweidrittel Elementarladungen zusammengesetzt. Quarks kommen im heutigen
Kosmos wahrscheinlich nicht isoliert vor und lassen sich mit heutigen Mitteln auch nicht kiinstlich verein-
zeln, so dafl die Elementarladung momentan die kleinste Ladung einzelner Elementarteilchen ist. Friiher
war das anders. Namlich winzige Sekundenbruchteile nach dem Urknall war der Kosmos noch so hei8,
daf} sich noch keine Protonen, Neutronen ... bilden konnten und Quarks durch die Gegend schwirrten.

3Das Schrumpfen AV — 7 der Volumina auf den Punkt 7 ist physikalisch zu verstehen: es wird
abgebrochen, wenn AV klein gegen die makroskopischen Korperdimensionen ist (bzw. kleiner als die
Ortsauflosung der Messung), aber immer noch so grof}, dal die Anzahl der Elementarladungen in ihm
riesig bleibt.
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MafBeinheit: Stromstirke pro Fliche, A/m?.

Zusammenhang zwischen Stromdichte und Stromstérke:

JA:/f-dA (3.4)
A

Stromstérke durch eine Fliche = Fluflintegral der Stromdichte iiber diese Fléche.

3.2 Gesetz von der Erhaltung der Ladung

Die elektrische Ladung eines Elementarteilchens ist zeitlich konstant und unabhéingig vom
Bezugssystem.

Bei Umwandlungsreaktionen von Elementarteilchen dndert sich die Gesamtladung der
Reaktionspartner nicht.

Folglich kann sich die Ladungsmenge in einem Raumgebiet nur um den Wert &ndern, der
durch dessen Oberfliche zu- bzw. abgefiihrt wird. Mehr mathematisch:

8 =g
a—i + divJ =0 Kontinuitétsgleichung (3.5)

3.3 Das elektromagnetische Feld

Betrachten WW-Kraft zwischen ruhenden Punktladungen 7 und j im Vakuum®

Coulomb-Gesetz Fyj = 4Qin2 €ij g0 ~ 8.854 - 10 2C/Vm. (3.6)

[ F’ij Kraft auf j durch WW mit i; €;; Einheitsvektor in Richtung von ¢ nach j | Wie
wirken die Ladungen aufeinander durch das Vakuum hindurch?

Mittels des elektromagnetischen Feldes.

Dabei Doppelrolle jeder Ladung:
Einerseits erzeugt sie elmagn. Feld.
Andererseits wirkt das elmagn. Feld als Kraft auf sie (aber nicht das eigene).

Ladungen und Strome als Quellen des elmagn Feldes werden durch die Maxwell-Gleichungen
beschrieben. Das kommt im néchsten Kapitel.

Hier nur die Kraftwirkung des elmagn. Feldes auf eine Punktladung () mit der Geschwin-
digkeit
F (i) =Q- (E(f’) + 7 X é(f')) verallgemeinerte Lorentzkraft (3.7)

Das elmagn Feld wird hier durch 2 Vektorfelder vertreten, einen elektrischen und einen
magnetischen Anteil:®

E(7) — elektrische Feldstirke B(7) — magnetische Induktion (3.8)

‘Punktladung: Ein Koérper, dessen endliche Ausdehnung bei der elmagn WW mit anderen Korpern
keine Rolle spielt. Elementarteilchen sind Punktladungen (nach irdischen Mafistében).

5daB B magnetische Induktion (oder auch magnetische Flufidichte) heifit und nicht magnetische
Feldstérke, hat historische Griinde.
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Es hat also insgesamt 6 Komponenten.

Die konkrete Aufteilung in elektrische und magnetische Komponenten héngt vom Bezugs-
system ab. Das wird schon daran deutlich, dafl der magnetische Beitrag im Ruhesystem
der Testladung immer verschwindet. Darauf wird in spateren Kapiteln noch eingegangen.

In einem gegebenen Bezugssystem (Labor) kann man die elektrische Feldstérke mit ruhen-
den Testladungen messen (wegen @ = 0 verschwindet die magn. Kraft), die magnetische
Induktion mit Teststromen durch verschieden orientierte Drihte (Drihte ungeladen, also
verschwindet die elektrische Kraft).
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4 Die Maxwellgleichungen

Ich schreibe die Gleichungen zunéchst hin, diskutiert werden sie danach — letztlich die
ganze Vorlesung lang.

Man kann sie in 2 Gleichungs-Gruppen aufteilen:

a) Feldgleichungen: gelten unabhiingig davon, welche Materialien man in die Felder
einbringt

b) Materialgleichungen: beschreiben die Eigenschaften des Mediums, in dem sich das
elmagn Feld ausbildet.

Feldgleichungen:
differentiell integral zugeordnetes Gesetz
div D — 0 f(v) Bdi — Ov (Clgéj(;I)JOMB’SCheS Gesetz (4.1)
w0 gsiey emm el
rot H =T+ aa—l? $ou Hds =Ty + [, 22dA ?ggilg%gﬁsgle;;g; (4.3)
N Y L tyen AT

Hier tauchen D(7) und H(7) als neue Felder auf. Sie hiingen iiber Materialgleichungen
mit den bereits bekannten Feldgrofien elektrische Feldstarke E (7) und der magnetische
Induktion B(7) zusammen, welche iiber die Lorentzkraft (3.7) die Kraftwirkung des elek-
tromagnetischen Feldes auf Ladungen beschreiben.

Materialgleichungen:
Die Materialgleichungen lassen sich natiirlich nicht allgemein schreiben. Wir beschréinken
uns zundchst auf das Vakuum. Da sind das die einfachen Definitionsgleichungen

eoE  elektrische Flufidichte
é/ 1o magnetische Feldstérke

(4.5)

el

Vakuum: {

fiir die zusétzlichen Feldgrofien D und HS. Hier tritt neben der bereits erwihnten Di-
elektrizititskonstanten £y noch die magnetische Permeabilitét po = 47 - 1077V s/Am des
Vakuums auf. Die Materialgleichungen in Stoffen werden wir spéter behandeln.

$Obwohl B in den magnetischen Beitrag zur Lorentz-Kraft 3.7 auf eine bewegte Ladung eingeht, wird
H magnetische Feldstérke genannt, weil sich das historisch so eingebiirgert hat. Im Vakuum ist das auch
egal, weil beide Felder bis auf einen konstanten Faktor gleich sind. In Medien ist der Unterschied aber
wichtig und muf} im Kopf behalten werden. Das kommt aber erst spéter.
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Erste Diskussion der MGl:

e Das sind die Grundgleichungen der Elektrodynamik. Sie wurden erstmals von Ja-
mes Clerk Maxwell (1831-1879) im Jahre 1864 in dhnlicher Weise so formuliert.

e Sie wurden von Maxwell nicht einfach irgendwie ausgedacht, sondern stellen die
geniale Zusammenfassung mehrerer Grundgesetze dar, die iiber lingere Zeit hinweg
durch experimentelle Forschung und theoretische Verallgemeinerung ermittelt wor-
den waren. In den Feldgleichungen ist das durch die Namen und Jahreszahlen in
der rechten Spalte der Tabelle angedeutet.

e Wir werden die Maxwellgleichungen wie ein Axiomensystem benutzen, aus dem die
ganze E-dynamik folgt.

e Die differentielle Formulierung der Feldgleichungen (erste Spalte) gilt in jedem Raum-
Zeitpunkt.

e Die integrale Formulierung (zweite Spalte) gilt fiir jedes beliebige Integrationsgebiet
(fiir jede beliebige Fliche A bzw. jedes beliebige Volumen V). Natiirlich miissen
rechts und links jeweils die gleichen Gebiete genommen werden. Insbesondere sind

Qv = / pdV und Iy:= / J - dA (4.6)
v A

die Ladungsmenge in V' bzw. die Stromstéirke durch A.

e Beide Formulierungen sind fquivalent (Beweis in Ubung, s. Ergéinzung unten).
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Erginzung: Aquivalenz differentiell - integral

a.) Gleichungen mit ”div”

Hinrichtung:

Gehe aus z.B. von div D(7) = p(7). Integriere iiber ein Volumen V. Die rechte Seite gibt
Qy. Auf das Integral der linken Seite wird der Gauf-Satz angewendet, Ergebnis ist die
integrale Formel (4.1).

Riickrichtung:

Anwendung von Gauf} auf die integrale Formel (4.1) sowie Subtraktion der rechten Seite
gibt zundchst [, [div D — pldV = 0. Weil dies fiir jedes beliebige Volumen V gilt, muB der
Integrand punktweise verschwinden. Wire der Integrand nédmlich in irgendeinem Punkte
7 von null verschieden, sagen wir 0.B.d.A. positiv, so wire er auch in einer kleinen Umge-
bung von 7 positiv, wenn er ausreichend glatt ist, was in der Physik immer vorausgesetzt
wird. Dann wire auch das Integral iiber diese kleine Umgebung positiv, was der integralen
MGI. widerspriche. Also verschwindet der Integrand punktweise, was der differentiellen
MGI dquivalent ist.

b.) Gleichungen mit ”rot”

Das lduft vollig analog, nur dafl Stokes statt Gaufl angezogen werden muf}, um das Li-
nienintegral in ein Flichenintegral umzuwandeln und umgekehrt.

Anmerkung zur Zeitableitung in den integralen MGI:

Es steht jeweils die partielle Zeitableitung unter dem Integral. Wenn das Integrations-
gebiet zeitlich konstant ist, kann diese als totale Zeitableitung vor das Integral gezogen
werden. Aber nur dann !!! Wir werden darauf viel spéter bei der Diskussion des Indukti-
onsgesetzes zuriickkommen.
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5 Direkte Losung der Maxwellgleichungen
fiir hochsymmetrische Spezialfille

Ein Grundproblem der theoretischen Elektrodynamik ist die Berechnung des von vor-
gegebenen Ladungs- und Stromverteilungen erzeugten elektromagnetischen Feldes. Bei
einigen einfachen Ladungs- und Stromverteilungen lassen sich die MGl unmittelbar 16sen.
Da diese Fille von groflier Bedeutung sind, und dies zugleich einen ersten tieferen Ein-
blick in die Gleichungen erlaubt, will ich einige hier explizit vorfiihren, bevor im néchsten
Kapitel die allgemeine Losung behandelt wird.

5.1 Ruhende Punktladung Q

magnetischer Feldanteil: verschwindet, weil kein Strom flieft.”

Zustandige Gleichung fiir elektrischen Feldanteil:

7{ Bt — @ falls Ladung im Volumen V'
V) ~ 10 sonst.

Ausnutzen der Symmetrie:

a) Koordinatensystem: Wir legen den Ursprung 7= 0 in die Punktladung®

b) Betrag des D-Feldes: |D(7)| = D(r)
Nur vom Abstand der Punktladung abhingig wegen Kugelsymmetrie.

¢) Richtung des D-Feldes: D(7) || 7
Keine endliche Tangentialkomponente mdoglich wegen Rotationssymmetrie um die
Achse in Richtung von 7.

Fazit a-c: D(7) = D(r) &, (€, — radialer Einheitsvektor)

d) Angepafites Integrationsgebiet: Kugel mit Radius R und Punktladung in der Mitte.

Rechnung:
O=¢ Dredi=¢ D(R)EIA= D(R) 7( dA=D(R)- 47 (5.2)
|FI=R |FI=R r=R
Ergebnis fiir das Feld:
g Q — = Q —
D(T) = Wer bzw. E(F) == W@,. (53)

"Es ist das von der Punktladung erzeugte Magnetfeld gemeint. Natiirlich kann iiberall im Raum ein
Magnetfeld existieren, das von anderen bewegten Ladungen stammt. Wegen der Linearitit der MGI
addieren sich die Komponenten verschiedenen Ursprungs aber schlicht zum Gesamtfeld. Hier und im
folgenden wird nur der von der jeweils betrachteten Ladungskonfiguration erzeugte Anteil betrachtet.

8Es ist generell sinnvoll, das Bezugs- und Koordinatensystem der Symmetrie des Problems angepaft
zu wihlen.
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Resultierende Kraft auf eine Probeladung ¢ am Orte 7

(5.4)
Das entspricht genau dem Coulomb-Gesetz (3.6) fiir die Kraft zwischen zwei Ladungen.

Deshalb wird die benutzte MGI. (4.1) als die allgemeine Formulierung des Coulomb-
Gesetzes angesehen.

5.2 Kugelsymmetrische Ladungsverteilung

Es wird das Feld einer kugelsymmetrischen Ladungsverteilung p(r) gesucht.

Vorgehensweise: wie bei Punktladung.

Einzige Anderung: rechte Seite Qy nicht mehr konstant, sondern vom Radius R der Kugel
abhingig, nimlich °

Q= Qr:= / p(r)dV = /OR p(r) dmr? dr. (5.5)

r<R

Die elektrische Feldstéirke bei » wird damit nur durch die Ladung im Innern bestimmt

Q. R de
E(r) = .= - 5.6
() 4drreyr? ¢ go 12 ¢ (5:6)

Das Integral im Zahler kann man natiirlich nur ausrechnen, wenn man die Funktion
p(r) konkret kennt. Trotzdem ist es iiblich, diese Formel als eine Losung zu bezeichnen.
Integrieren ist ja schliefflich was einfaches. bis hier

Ubungsaufgabe zum 8.5.00 3.5.00

Berechne das elektromagnetische Feld folgender statischer kugelsymmetrischer Ladungs-
verteilungen.

b) Kugelkondensator. Von 2 ineinan-

a) Geladene Vollkugel. Innerhalb ei- der geschachtelten metallischen Kugel-
schalen trigt eine die Ladung Q, die

Q

ner Vollkugel mit dem Radius R sei die
Ladung Q) gleichmdfig verteilt. andere —Q).

(o
|

Q

Nun kurz die Losungen der UA.

9Bei kugelsymmetrischen Integranden wire es ungeschickt, das Integrations-Volumen in lauter kleine
Quader zu zerlegen. Statt dessen nimmt man lieber lauter Kugelschalen der infinitesimalen Dicke dr als
Volumenelemente. Deren Volumen ist Oberfliiche x Dicke, dV = 4mr? dr. Das Volumenintegral wird so
zu einem gewohnlichen Integral.
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5.2.1 Geladene Vollkugel

Aufien gilt offensichtlich @, = @ und innen Q, = @ - (r/R)3. Also

|E|

e Innen steigt das Feld linear an.

e Auflen ist es identisch mit dem einer Punktladung ) im Ursprung.
(eine homogen geladene Kugel wirkt auf entfernte Korper also wie eine Punktla-
dung.)

5.2.2 Kugelkondensator

Zwischen den Kugelschalen gilt offensichtlich @), = —@), sonst ), = 0. Also

z (5.8)

7 (7) = Q {1 zwischen Kugelschalen
0 sonst

4rreyr?

Bei Kondensatoren spielen noch die Begriffe Spannung und Kapazitit eine wichtige Rolle.

elektrische Spannung zwischen den Kugelschalen

Ist die Arbeit pro Ladung, die das elektrische Feld leistet, wenn die Ladung von einer
Schale zur anderen bewegt wird:!°

Schale2 . N R+d Q Qd
U=- E(r)-ds =+ dr = F—————. 5.9
/Schalel (F) ° /R 471—507”2 " :F47T€0R(R + d) ( )

Kapazitit

Gibt an, wie viel Ladung man pro Spannung auf dem Kondensator speichern kann.

A7 R(R + d)

7 (MaBeinheit: Farad  1F =1As/V) (5.10)

C:‘g‘ =&

0Tn der Elektrostatik gilt rot E(F) =0, so daf} diese Arbeit vom Weg unabhingig ist.
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5.3 Geladene Platte

Wir betrachten eine Ebene G mit konstanter Flichenladungsdichte o (Ladungsmenge pro
Flécheneinheit).

magnetischer Feldanteil: verschwindet, weil kein Strom flief3t.

Zustandige Gleichung fiir elektrischen Feldanteil:

hier bedeutet Agny den Flacheninhalt

}{V) DdA =0 - Agov des Teils der Ebene G, der in V' liegt. (5.11)

Ausnutzen der Symmetrie:

a) Koordinatensystem: Wir legen den Ursprung 7 = 0 in die Ebene und die z-Achse
senkrecht zu ihr.

b) Translationssymmetrie: D(7) = D(z)
Weil alle Punkte der Ebene gleichwertig.

¢) Richtung des D-Feldes: D(7) normal zur Ebene, D(z) = (0,0, D(z)) = D(2)é,.
Keine Tangentialkomponenten. Weil diese miifiten ja in eine bestimmte Tangential-
Richtung zeigen. In der Ebene gibt es aber keine bevorzugte Richtung.

d) Spiegelsymmetrie: D(z) = —D(—z) (Feld entweder auf beiden Seiten weg von der
Platte gerichtet, oder auf beiden Seiten hin zu ihr.)

e) AngepaBtes Integrationsgebiet: Schlanke Siule, die senkrecht durch die Ebene st68t.
Dann ist Agny gerade ihre Querschnittsfliche, sagen wir Ag;ue-

Rechnung;:
0 Agiule = D(z)ézdjﬁl | auf Seitenflichen €, - dA = 0, dort kein Beitrag
Saule
= [ D(2)é,dA+ | D(2)é,dA | oben dA gleichgerichtet &, unten entgegen
Grundflache Deck flache

= (D(zy) — D(2-)) - Asauie | hier z_ die Position der Grundfliche, z; der Deckfliche

Fliche kiirzt sich raus, also D(z_)—D(z+) = o. Dies fiir beliebige 2z, also D(z) unterhalb
der Ebene konstant und auch oberhalb der Ebene konstant. Beide Werte unterscheiden
sich wegen der Spiegelsymmetrie nur durch das Vorzeichen. Mithin

Ergebnis fiir das Feld:

In Worten: Das elektrische D-Feld einer ge-

ladenen Ebene mit der Fliachenladungsdichte T T T T T T T T T T T T T T T T
o ist normal zur Ebene. Sein Betrag ist iiber- (¢
all 0/2. Die Feldrichtungen iiber und unter l l l l l l J l l J l l l l l l

der Ebene sind entgegengesetzt.
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5.4 Plattenkondensator

Modell: 2 planparallele Metallplatten mit der

Fliche A. Darauf entgegengesetzte Ladun-

gen @ mit den Flichendichten +0 = +Q/A lé FEEE L EE LR [EEEIEEIE NG
verteilt. Der Abstand d der beiden Platten — ° —7——— T -0
sei sehr viel kleiner, als die Ausdehnung der

Platten.

Bestimme das Feld im zentralen Bereich, wo Randeffekte vernachléssigbar sind!

Ausnutzen Superpositionsprinzip:

Gesamtfeld ist Addition der Felder (5.12) zweier entgegengesetzt geladener Platten.
Zwischen den Platten beide Felder parallel, auflen antiparallel, also

(¢4 — Einheitsvektor von + nach —) (5.13)

E(f’) _ €o/ey zwischen Platten
0 auflen

Der ideale Plattenkondensator erzeugt ein homogenes elektrisches Feld zwischen den Plat-
ten und kein Feld auferhalb.

elektrische Spannung zwischen den Platten

Ist die Arbeit pro Ladung, die das elektrische Feld leistet, wenn die Ladung von einer
Platte zur anderen bewegt wird.

Platte2 N . Qd
U= —/ B(f) - ds = +od/e, = + (5.14)

Plattel AEO

Kapazitit

Gibt an, wie viel Ladung man pro Spannung auf dem Kondensator speichern kann.

A
C:= ‘%‘ = EOE (MaBeinheit: Farad  1F =1As/V) (5.15)

5.5 Magnetfeld eines Drahtes

Stromdurchflossene Drihte erzeugen bekanntlich ein Ma-
gnetfeld.

Als Modell betrachten wir einen Draht, der infinitesimal >
diinn, unendlich lang, und gerade ist. Er moge Strom [ . H
durchflossen werden. )

o
Wir bestimmen sein elektromagnetisches Feld aus den

Maxwellgleichungen.
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elektrischer Feldanteil: verschwindet, weil der Draht elektrisch neutral ist.

Zustandige Hauptgleichung fiir magnetischen Feldanteil:

(5.16)

S o I falls Draht durch A stofit
Hds =
(A) 0 sonst.

Ausnutzen der Symmetrie:

a) Koordinatensystem: Wir legen z-Achse in den Draht in FluBrichtung von 1.

— —

b) Feld unabhingig von z: H = H(z,y) (Translationssymmetrie)

¢) Betrag des H-Feldes: |H(7)| = H(p) nur vom Abstand p = /22 4+ y? vom Draht
abhingig wegen Zylindersymmetrie.

d) Richtung des H-Feldes: Feldlinien miissen geschlossen sein wegen p divH = 0,
wegen der Zylindersymmetrie also konzentrische Kreise um den Draht.

Fazit a-d: H(?) = H(p) é, (€,— tangentialer Einheitsvektor) (5.17)

d) Angepafites Integrationsgebiet: Kreis mit Radius R, den der Draht im Zentrum
senkrecht durchstoft.

Rechnung:

I= %RH(p)é:p ds = H(R) %R ds = H(R) - 27 R. (5.18)

€p (5.19)
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5.6 Schlanke Spule

Im Innern von Spulen herrschen relativ starke homogene Magnetfelder.

Als Modell betrachten wir eine Spu-

le, die dicht gewickelt (Abstand h zwi- H 3
schen Windungen klein gegen Spulen-

durchmesser), unendlich lang (Lénge \ A h

viel grofler als Durchmesser) und gera- ﬁr I

de ist. l

Wir bestimmen das elektromagnetische Feld im Innern der vom Strom I durchflossenen
Spule aus den Maxwellgleichungen.

elektrischer Feldanteil: verschwindet wieder, weil der Draht elektrisch neutral ist.

Zustindige Hauptgleichung fiir magnetischen Feldanteil:

% Hds =1, (5.20)
(4)

Ausnutzen der Symmetrie:

a) Koordinatensystem: Wir legen z-Achse in die Spulenachse.
b) Bei langer dicht gewickelter Spule Feld praktisch unabhéngig von z.

c¢) Richtung des H-Feldes in der Spule:
Feldlinien diirfen nirgendwo beginnen, wegen der Zylindersymmetrie also keine ra-
diale Komponenten moglich, sondern nur z-Komponenten!!

d) Angepafites Integrationsgebiet:
Rechteck A, wovon eine Seite der Léinge [ innen parallel z lduft und die beiden
angrenzenden Seiten radial von der Spule nach auflen gehen.

Rechnung;:

Linke Seite von (5.20):  Der Hauptbeitrag H -l kommt von der innen parallel den Feldli-
nien liegenden Seite. Die innen senkrecht zu den Feldlinien ver-
laufenden Teile des Umfangs tragen nichts bei, weil H-ds=0.
Vom aufen liegende Teil des Umfangs von A kommen nur die
Streufeld-Beitrdge — die sollen vernachléssigbar klein sein.

Rechte Seite von (5.20): Der Draht durchstoft die Kontrollfliche mehrfach (in der Skiz-
ze 4 mal, im allgemeinen [ /h-fach). Entsprechend ist die rechte
Seite [1/h.

Die rechte Seite ist unabhéngig davon, wo die innere Begrenzungslinie in der Spule genau

liegt. Also ist H ebenfalls von der Position in der Spule unabhéingig, es handelt sich um

ein homogenes Feld!?

Ergebnis fiir das Feld im Innern:
- 1

H(f) =& bz B(f)=2"¢, (5.21)

die Feldklinien treten an einem Ende aus der Spule, machen eine extrem weite Kurve zuriick (Streu-
feld) und treten am anderen Ende wieder ein. Das Streufeld ist schwach und wird hier vernachlissigt.
2nsherungsweise, solange der Abstand von der Wicklung viel grofler als deren Steighthe A ist.
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6 Allgemeine Theorie des elektromagnetischen Fel-
des im Vakuum

6.1 Grundaufgabe der Elektrodynamik

—

Gegeben: Ladungsdichte p(7,t) und Stromdichte J(7, t)

Gesucht: die elektromagnetischen Felder als Funktion von Ort 7 und Zeit t.

In der Grundaufgabe der Elektrodynamik werden Ladungen und Strome als gegebene
Ursachen des elektromagnetischen Feldes angesehen, analog zur Grundaufgabe der Me-
chanik, wo die wirkenden Kréfte Ursache fiir die zu berechnende Bewegung der Kérper
sind.

Anmerkung:

Das ist noch nicht der Weisheit letzter Schlul! Denn die Felder wirken iiber die verall-
gemeinerte Lorentzkraft auf die Ladungen zuriick. Deren Bewegung wird dadurch beein-
fluflt, damit auch wieder die Felder, usw. usf.

In diesem Kapitel beschrinken wir uns aber auf die Grundaufgabe.

6.2 Einige allgemeine Folgerungen aus den MGI im Vakuum

Wir werden von der differentiellen Formulierung ausgehen.

6.2.1 Mathematische Charakterisierung

Fiir den Vakuumfall lassen sich die Felder D und H mit Hilfe der Materialgleichung
eliminieren. Schreibt man weiter nur das gegebene immer rechts, so ergibt sich

—

div E = p/eg rot B — 50u08— = poJ
L (6.1)
- . OB
divB =0 rotE+—=0

ot

Zur mathematischen Charakterisierung dieser Gleichungen 148t sich u.a. sagen:

a). Essind inhomogene partielle Differentialgleichungen erster Ordnung in Ort und Zeit.
=% Fiir die eindeutige Losung sind Rand- und Anfangsbedingungen erforderlich.
Wir werden diese spéter bei den allgemeinen Losungsformeln erdrtern.

b). Essind lineare Gleichungen =% Es gilt das Superpositionsprinzip (s.u.)

c¢). Es sind insgesamt 8 skalare Gleichungen fiir nur 6 unbekannte Feldkomponenten.
u.a. . . .
= Sind das etwa zu viele Gleichungen? (s.u.)
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6.2.2 Superpositionsprinzip

Die MGI sind linear sowohl in den unbekannten Feldern als auch in den Inhomogenitéiten
p,J. Ohne Rand-Anfangsbedingung gilt dann:

I.) Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ergibt sich durch Addition der
allgemeinen (einer beliebigen) Losung der homogenen Gleichungen zu einer speziel-
len Losung der inhomogenen.

I1.) Wenn El, B1 Losungen zu pq, J1 und Eg, Bg Losungen zu po, J2 sind, so sind E1 +
Eg, 31 + B2 Losungen zu p; + po, J1 + J2 ( = Superpositionsprinzip)

6.2.3 Widerspruchsfreiheit bei Ladungserhaltung

Wir hatten festgestellt, da§ die MGI (6.1) 8 Gleichungen fiir nur 6 Unbekannte sind. Das
System scheint iiberbestimmt zu sein. Wir werden sehen, dafl das nicht der Fall ist, wenn
J und p bestimmte Bedingungen erfiillen.

Vorgehen schrittweise.

1. Schritt

Wir zeigen: fiir beliebiges E sind Induktionsgleichung (rechts unten) und magnetische
Monopolgleichung (links unten) nicht widerspriichlich
[das sind 4 Gleichungen fiir 3 Unbekannte]

Wir bilden die Divergenz der Induktionsgleichung:

—

0 = div rot E + div aa—f (6.2)
NRI: divrot £ = V- (V x E) o= (VX V)E =0 (6.3)
NR2: div %E = %divg (Vertauschbarkeit Reihenfolge Ableitung) (6.4)
= 0= %divg (div B ist zeitlich konstant.) (6.5)
Das ist mit der (keine magnetische) Monopolgleichung offensichtlich immer vertréiglich.

Schritt 2
Analog fiir die anderen beiden MGI.

OF

fio div J = divrotB — gopto div En (6.6)
a Ou om a

= 0- eouoa diy F ©omemb —eougat ( p) (6.7)

— | divJ+ % =0 Kontinuiutétsgleichung (6.8)

Nur wenn die Kontinuitédtsgleichung erfiillt ist, sind die MGI. also widerspruchsfrei.
Fazit

Man kann also Stromdichten J und Ladungsdichten p fiir die Grundaufgabe der Elektro-
dynamik nicht ganz beliebig vorgeben, sondern nur solche, die der Kontinuitétsgleichung
(3.5) geniigen, d.h. das Gesetz von der Erhaltung der Ladung nicht verletzen.
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6.3 Die elektrodynamischen Potentiale

= Schliissel zur allgemeinen Losung der Maxwell-Gleichungen!

6.3.1 Einfiihrung der elektrodynamischen Potentiale

Ausgangspunkt: die Maxwell-Gleichung div B = 0.

Diese wird automatisch gelost durch den Ansatz

B=rotA  weil fiir beliebiges Feld A gilt div rot A = 0. (6.9)

Setzen wir den Ansatz in die MGl rot B + B = 0 ein, so ergibt sich

= E+ —rotA= E — = EFE+—]. A
0= rotF + 5 rot rot E' + rot 5 rot ( + 815) (6.10)

Dies wird seinerseits automatisch gel6st durch den Ansatz

—

-~  0A
E+ o= gradp, da rot gradp =0 fiir beliebige ¢. (6.11)

Zusammengefaflt: Durch die Ansitze

. . . A
B =rot A E = —aa—t — grad ¢ (6.12)

werden 4 von den 8 MGI. automatisch gelost. Hier werden die elektromagnetischen
Felder £ und B durch Differentiation aus den Feldern A und ¢ gewonnen. Letztere
heiflen deshalb elektrodynamische Potentiale, genauer:

A(F,t) — Vektorpotential ¢(7,t) — Skalarpotential. (6.13)

Woher bekommt man aber die Potentiale?

6.3.2 Die inhomogenen Wellengleichungen

Um Bestimmungsgleichungen fiir die Potentiale zu erhalten, setzt man die Ansétze (6.12)
in die restlichen MGI ein:

Durchflutungsgleichung:

2—»\

rot rot A + S0k 5, + Sotto grad ¢ = pgJ (6.14)
Coulombgleichung:
g .. - . p
——divA — div gradp = — (6.15)

ot €o-
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Das ist die Rohform der gesuchten Gleichungen. Noch recht kompliziert. Gute Physik ist
meistens einfach. Wir versuchen also zu vereinfachen. Wir werden zunéchst die Doppel-
Operatoren umschreiben (s. Merkzettel zu Nabla, Grad, usw.):

rot rot A = V x (V x A) ‘ [bac-cab-Regel| (6.16)
= V(VA)- V24 (6.17)
.o - o* 0*
= grad divA — AA ‘ A= £ + 52 + 52 Laplace-Operator(6.18)
div grady = V-V = V= Agp. (6.19)

Damit werden die beiden Rohform-Gleichungen zu

- 0 A . ) s
AA— 50/L0W = —poJ + grad <60uga—f + div A) (6.20)
o .. o P
Ap + adIVA - (6.21)

Das ist immer noch recht uniibersichtlich. Gute Gleichungen sind noch einfacher. Ein
Wissenschaftler, der das weif}, gibt sich mit solchen Gleichungen nicht zufrieden. Er sucht
weiter nach Vereinfachungen. Aber wie? Nun, er probiert dies und das. Selten klappt es
auf Anhieb. Aber wenn man zdh genug ist und eine Vereinfachung iiberhaupt moglich,
dann findet man sie auch irgendwann.

In unserem Falle zeigt sich:

Die Potentiale sind durch (6.12) noch nicht eindeutig festgelegt. Unter den vielen Moglich-
keiten kann man sich nun jene raussuchen, die moglichst einfache Gleichungen erfiillen.
Das geschieht durch die sogenannte

Lorentz-Eichung div A + Eouoaa—(’: =0 (6.22)

Dadurch verschwindet, der stérende Gradient rechts in (6.20) und in (6.21) kann div A
eliminiert werden:

—

AA— 80M0W = —/LOJ (623)
0 p

Das sieht doch schon viel freudlicher aus.

Interessant: Links bei beiden Gleichungen die gleiche Kombination von Orts- und Zeita-
bleitungen. Fiir diese hat sich die Abkiirzung

82
d’Alembert-Operator = A — ~ _
Eolo 8t2 (6 25)

eingebiirgert. Damit dann endgiiltig
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—

OA = —[ng

inhomogene Wellengleichungen. (6.26)
Op = —p/eo

Diese Gl. sind doch schon einfach. Zusammen mit (6.12) und der Lorentz-Eichung (6.22)
sind sie den Maxwell-Gleichungen dquivalent.

Vorziige:

e die Gleichungen fiir die 3 Komponenten von A sind voneinander und von der fiir ©
entkoppelt.

e links immer der gleiche Operator, also auch gleiche Losungsmethode anwendbar.

e Es gibt eine allgemeine Losungsformel!

Bevor wir letzteres zeigen,

Ergidnzung zur Eichung

Wieso darf man Lorentz-eichen? Dazu folgende Uberlegungen. das Klein-
gedruckte

Wenn die Potentiale A und ¢ gegeben sind, dann auch die physikalischen Felder durch (6.12). Um- f;’fmgvoff;
gekehrt ist das nicht der Falll Wenn ich z.B. zu ¢ eine Konstante und zu A einen konstanten Vektor verbal
addiere, so sndern sich £ und B nicht (weil die Konstanten beim Differenzieren verschwinden). Aber die
Vieldeutigkeit von A und @ ist noch viel groBer! Auch die Potentiale

A=A—gradf und ¢ =¢p+ % (6.27)

erzeugen die gleichen Felder, wie A und . Dabei kann f(7,t) eine beliebige Funktion sein! (Natiirlich
differenzierbar). Beweis durch Einsetzen:

rot A’ = rotA— rot grad f = rot A = B (6.28)
oA ., 0A D af
o gradyp' = —E—f—agradf— grad p — grada
A .
= _?3_t —gradyp = E. (6.29)

Den Ubergang (6.27) nennt man Eichtransformation. Man muf diese Transformation aber nicht explizit
ausfiihren, den es gilt:

Die Losungen A und ¢ der inhomogenen Wellengleichungen (6.26) erfiillen automatisch die Lorentz-
Eichung, wenn diese auf dem Rand (im Unendlichen) gilt und J und p der Kontinuititsgleichung
geniigen.

Beweis: Addiere die Divergenz der inh. Wellengl. fiir A und eopo 0/0t angewendet auf die fiir ¢. Das
gibt zunéchst

L Op . = Op
Ol divA4 — ) =- d - |- .
( iv A+ eopo 8t> 140 ( ivJ + 6t> (6.30)
Die Klammer rechts verschwindet wegen der Kontinuitétsgleichung. Damit bleibt OG = 0, wenn man die
Klammer links mit G abkiirzt. Dies hat aber nur die triviale Lésung G = 0, wenn G = 0 auf dem Rande

und bei t = 0. bis  hier
10.5.00
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6.3.3 Allgemeine Losungsformeln

Diese wurden schon lange versprochen. Ich will sie deshalb erst hinschreiben, dann dis-
kutieren und erst danach begriinden. Sie lauten:

= Ho j(Fla t,) !
A(Ft) = — av
"0 = | =
. 1 p(r ") retardierte Potentiale 6.31
prt) = dmeg P — 7| v’ ( )

wobei ¢ = t— \/equo| T —7"|.

Diskussion:

e Gleiche Struktur fiir die 3 Komponenten des Vektorpotentials und das Skalarpoten-
tial. Es geniigt deshalb, letzteres zu diskutieren.

Lag
—> OgSW
r e

e Das Feld im Aufpunkt 7 héngt von den Ladungsdich- Aufpunkt
ten in allen Quellpunkten 7' ab, das V'-Integral geht
iiber den ganzen Raum.

e Die Ladungen eines Quellpunktes 7’ wirken aber nicht momentan auf das Potential
am Aufpunkt 7, sondern erst nach einer zeitlichen Verzogerung t—t' = | /egjio| 7—7"|.
Sie entspricht gerade der Laufzeit von Licht vom Quell zum Aufpunkt (\/Zomg =
1/c¢). Deshalb heiflen diese Potentiale retardiert (= verzogert, zuriickgeblieben).

e Qualitativ sagen diese Formeln: die Felder quellen aus den Ladungen und Stromen
heraus und breiten sich mit Lichtgeschwindigkeit in den Raum hinaus aus.
Dies ist offensichtlich vertréglich mit der Relativitidtstheorie.

”Herleiten” der Lésungsformeln
Nicht mathematisch, sondern physikalisch heuristisch.

Betrachten 0.B.d.A. Oy = —p/eq.

Dabei p(7, t) praktisch die Ladungsdichteverteilung des ganzen Kosmos. Diese setzt sich
aber letztlich aus lauter einzelnen Teilladungen zusammen. Geméfl Superpositionsprinzip
ist das Gesamt-¢ die Uberlagerung der ¢’s der Teilladungen. Man kann also schrittweise
vorgehen.

1. Schritt: Ruhende Punktladung im Ursprung

Wir kénnen uns das Potential beschaffen, ohne die inhomogene Wellengleichung explizit
16sen zu miissen. Wir kennen ja schon das elektrische Feld durch direkte Losung der MGI:

= Q
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Dies hidngt mit dem Potential iiber E=— grad ¢ zusammen (wegen Stationaritét ist A

null). Man iiberzeugt sich leicht (Ubung!), daB dies durch
Q

dmegr

p(r) =

Coulomb-Potential (6.33)

gelost wird.

2. Schritt: Ruhende Punktladung bei 7" # 0

Der Abstand des Aufpunktes 7 von dem Ladungspunkt ist jetzt nicht mehr r, sondern
|7 —7'|. Also

— Q
6.34
o(F) = dreg| 7 — 7| (6.:34)
3. Schritt: Viele Punktladungen 7, an den Orten 7;’ ruhend
Superpositionsprinzip: Addition der Potentiale (6.34)
Qi
= _ 6.35
=3 e (6:35)

4. Schritt: Grenziibergang zu kontinuierlicher Ladungsdichte p(7')

Q; geht iiber in p(7'), wo 6V; Volumen um Ladung i herum

Im Grenziibergang immer kleinerer Volumina gilt Y, 6V; — [dV’, also

dv'’ .
() = /V47r50|7“—7“’| (6.36)

5. Schritt: zeitabhingige Ladungsdichte p(7',t)

Wenn Ladungsdichte t-abhédngig, dann auch ¢. Wegen Relatheorie wird der Beitrag aus
einem entfernten Quellpunkt nicht durch die momentan dort herrschende Ladungsdichte
bestimmt, sondern durch die zu einer um die Laufzeit des Lichtes fritheren Zeit ¢'. Also,

ond ) t/
o(7,1) :/dV’p(T—j) mit ¢ = 7 — 7' /e. (6.37)

Ameg| 7 — 7|

Das ist genau die allgemeine Losungsformel fiir das Skalarpotential, wenn man ¢ =
1/\/Zopo setzt.

Anmerkung 1:

So weit die heuristische ”Herleitung”. Die eigentlich schwierige Stelle mit der retardierten
Zeit wurde hier durch ein physikalisches Argument bewéltigt. Dafl (6.31) wirklich eine
Lésung der inhomogenen Wellengleichung ist, kann man natiirlich durch Einsetzen direkt
iiberpriifen. Das erfordert dann aber einige Rechnung, die nichts neues bringt und hier
nicht vorgefiihrt werden soll.

Anmerkung 2:
Die retardierten Potentiale sind in zweierlei Hinsicht eigentlich gar keine allgemeinen
Losungsformeln.

Ubung
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e Erstens sind das solche Losungen, die im Unendlichen verschwinden (Randbedin-
gung), wenn Ladungen und Strome auf ein endliches Gebiet beschriankt sind. Diese
Randbedingung wird bereits durch das Coulomb-Potential (6.32) hineingebracht.
Sie ist aber physikalisch duflerst sinnvoll.

e Zweitens gibt es rein formal noch eine zweite Sorte von Losungen, die sogenann-
ten avancierten Potentiale. Bei diesen liegt ¢’ nicht um die Laufzeit zuriick in der
Vergangenheit, sondern um die Laufzeit voraus in der Zukunft. Da dies dem Kau-
salitdtsprinzip widerspricht, werden diese Losungen aber verworfen.



Wiinsche: Theor. Edyn. SS 00 36

7 Stationire Felder

Hauptergebnis des letzten Kapitels war die allgemeine Losung der Grundaufgabe der
Eldyn in der Form

- - oo po [ I
- AFt) = =2 d
B rot A (7“, ) A | 7:’_ 7:’/| 4
. oA B 1 [ p(t) ., (7.1)
or ~ B P00 = gy ) o7

wobel ¢ = t— \/equo| T —7"|.

Damit kénnen die elmagn Felder im Prinzip aus den Ladungs- und Stromdichten be-
rechnet werden. Eigentlich hat man p und J des ganzen Universums einzusetzen. Dank
Superpositionsprinzip kann man aber auch die Felder studieren, die von bestimmten spe-
ziellen p und ferzeugt werden. Bei deren Vorgabe muf} aber die Kontinuitétsgleichung
beachtet werden.

In diesem Kapitel wollen wir zeitunabhéingige Ladungen und Strome betrachten. Dann
sind auch die Potentiale und die Felder in (7.1) zeitunabhéngig. Weil die Zeitableitung des
Vektorpotentials verschwindet, sind elektrische und magnetische Feldanteile entkoppelt.
Die elektrische Feldstérke ergibt sich ausschlielich aus dem Potential und dieses aus der
Ladungsdichte. Die magnetische Induktion andererseits ist nur durch das Vektorpotential
bestimmt und jenes durch die Stromdichten. Man kann deshalb elektrische und magneti-
sche Phdnomene getrennt untersuchen. Wir werden mit der Elektrostatik beginnen und
danach stationire Strome betrachten.

7.1 Elektrostatik

Aus der allgemeinen Losung (7.1) ergibt sich unmittelbar fiir Potential und Feldstérke
einer beliebigen statischen Ladungsverteilung

1 p(r") - 1 / P
r) = av’ E(r) = P ————dV'.
Rechnung: E(F) = — ! gra,d/ o) dV' = — /p(r') grad dv'’
471’60 | o _"| 471’60 | r— _"|
1 F—r'
NR : = —
R grad|F,_F,| e

Die allgemeinen Formeln nun anwenden auf verschiedene spezielle Ladungsverteilungen.

7.1.1 Punktladung

Annahme: Eine Punktladung @ sitze am Ort 7' = 0.
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Wir wissen: p(7') = 0 fiir 7' # 0.

Damit kénnen wir in den Integralen iiberall 7' = 0 setzen, aufer in p selbst und alle Fak-
toren aufler p vor das Integral ziehen. Das verbleibende Integral iiber die Ladungsdichte
ist die Gesamtladung (). Beim @-Integral also z.B.:

. 1 p(?) L (™) 1 N
= CZ = (i — CZ ==
QO(T) Areq / | —»/| 4 / | | 14 /p(?“ ) 4

r—r 4meg 7] dmegr dmegr’

Einschub: /-Funktion
Wir wollen uns nochmals die Ladungsdichte der Punktladung als Funktion des Ortes
anschauen. Fiir diese gilt:

p(F) =0 fir 740  und /p(F) dv = Q.

Sie ist iiberall 0, aufler in einem Punkt. Dieser Punkt hat aber so viel Gewicht, daf}
das Integral # 0 wird. Also mufl p(0) = oo sein. Aber ein definiertes co. Um das
auszudriicken, schreibt man

p(r) = Q6(7) (7.3)
und (7) ist die sogenannte Delta-Funktion mit der Eigenschaft
/ FAS(F AV = f(F=0)  fiir alle stetigen £(7). (7.4)
Es gilt
1
A= = —47é(7). (7.5)
r

Beweis (in Ubung):

Zu beweisen ist, daf§ a) die linke Seite iiberall null ist, aufler im Ursprung und b) ihr Integral
iiber ein Volumen mit dem Ursprung im Innern gleich —4r ist.

1 1 7 1 1
= . 2 _ _ _ -
3 17 3 3
= Tma)=rE =0
1 1 1 - 7. dA
b) / V4V = / div(grad =) dV = }[ grad—dA:—jf A Z
r<r T r<R r Gauss Jr=R r r=R T

A 1 1
— _j[ d_:__ij dA = ——ATR> = —4r
|dA r=R T2 R* Ji—r R

Weiterhin gilt

0() = 6(x) - 6(y) - 0(2)

wobei die Faktoren rechts eindimensionale d-Funktionen sind, fiir die gilt

/00 f(z)d(z)dx = f(z =0) fiir alle stetigen f(x). (7.6)

Wir werden im folgenden bei Bedarf mit diesen d-Funktionen operieren.

Ende
Einschub
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Damit ist die Ladungsdichte einer im Ursprung sitzenden Punktladung

p(7) = Q(7) Ladungsdichte einer Punktladung

Wir wenden dies an zur Berechnung des Feldstirkeintegrals rechts in G1.7.2:

- 1 F—r' Qr
E(F) = §(F") ——=—= dV’ S(r")dV' =
(") dmeg /Q () |7 — 7|3 47r50r3/ deqrs

So ergeben sich zusammengefafit die bekannten Formeln

Q = QT
o () dmegr (") dregrs

Grafische Veranschaulichung der Felder:

dazu dienen Aquipotentialflichen und Feldlinien.

38

(7.7)

Aquipotentialflsiche: Definitionsgleichung ¢(7) = ¢(7) wo 7 beliebig aber fest.

Alle Punkte gleichen Potentials bilden i.allg. eine
Flache. Diese 148t sich u.U. schwer zeichnen. Des-
halb werden bei hochsymmetrischen Problemen nur
die Schnittlinien mit bestimmten Ebenen gezeichnet.
Konkret bei Puktladung:

Q

= const.

dmegr P=¢,

Aquipotentialflichen sind hier Kugelflichen. Schnitt

derselben mit z.B. der Ebene z = 0 sind Kreise. 0=,

Nun zu den Feldlinien. Sie veranschaulichen E(7).

Bei einer Punktladung @) ist das Feldlinienbild klar. \

Sie gehen radial nach auflen fiir ¢) > 0 und radial nach
innen fiir Q) < 0. /

Wichtige allgemeine Regeln fiir das Zeichnen von
Feldlinien:

e ihre Tangente in jedem Punkt parallel zu E

e sie beginnen bei positiven Ladungen und enden bei negativen

7R

e die Zahl der aus einem Volumen netto herausgehenden Feldlinien ist proportional

zur Ladung im Innern.

Einiges bleibt der Intuition iiberlassen, z.B. wie viele Feldlinien eine Ladung

Q erzeugt.
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Man kann sich den Verlauf der Feldlinien auch berechnen. Die Kurve 7 (s)'? einer Feldlinie
geniigt der Differentialgleichung

d E (7
4 e = 26D (7.9)
ds E(7(s)) |
Damit habe ich alle folgenden Feldlinienbeispiele berechnet. bis hier

15.5.00

7.1.2 Elektrischer Dipol

Ein Dipol besteht aus 2 entgegengesetzt geladenen

Punktladungen. Der Verbindungsvektor von der ne- -0 —l’ +0
gativen zur positiven Ladung sei [. Die negative La- @ @

dung sitze 0.B.d.A. bei ¥ =10
Ladungsdichte: p(7) = —Q 6(7) + Q6(F — 1.
Einsetzen in Potentialformel 7.2 gibt

p(F) = “ 5(7?,_?)_5(7?,)&/’: Q ( = —i). (7.10)

d7ey |7 — 7| d7ey

Analog fiir die Feldstérke

) .
By = -2 <|; - —|f|3). (7.11)

pim——
' b

% dl ’-“‘ p

b g

T ‘\\\\

S
N\

Veranschaulichung von Potential (links, 3D-Ansicht) und Feldlinien (rechts) des Dipols.
Das Potentialgebirge hat einen sehr (0o) hohen Berg bei der positiven Ladung und eine
entsprechend tiefe Kuhle bei der negativen Ladung.

Wichtig fiir spatere Medien-Elektrodynamik:

e vernachliissigbar kleine Liinge (I — 0)
Idealer Dipol:

e endliches Dipolmoment P= Q - L.

135 ist die auf der Kurve zuriickgelegte Wegstrecke
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Mathematisch 148t sich der Grenziibergang wie folgt vollziehen.

Wir nutzen die Taylor-Reihe von 7.10 fiir kleine [:

! ﬁ:1+<v1>-(—f)+0(12):1+<—£>-(—f)+0(12):%+i—j+0(12)

r r

Dies in den ersten Potentialterm gesetzt gibt

7ol 1) 7 Ol

Q (1 9 B
( + r3 +O) ~ Adyeord

471'50

p(7) +QL-0(l)

r r

Beim Grenziibergang [ — 0 und P = Qf =const. bleibt der erste Term unverédndert, der
zweite geht gegen null. Nach dem Grenziibergang bleibt deshalb

(") = P.7 Potential eines idealen Dipols (7.12)
P = dregr3 mit dem Dipolmoment P :
Fiir das elektrische Feld ergibt sich analog
E(f’) _ 3F(13 - 7) —5137“2 elfektriSCh.e Feldstéiu'rke eines idealen (7.13)
dmegr Dipols mit dem Dipolmoment P
<
A 1
< |
o
‘//”’ \‘ll
\v‘
'¢~s~"
, /
)
Y,

» P

Veranschaulichung des Potentials (links) und der Feldlinien (rechts) eines idealen Dipols.

e Er hat das gleiche Dipolmoment, wie der nach Gl. 7.11 dargestellte nichtideale Dipol,
bei dem die Ladungen noch einen endlichen Abstand hatten.

e Die Felder unterscheiden sich im Zentrum deutlich, der Unterschied wird nach aufien
hin aber immer geringer.

e Wihrend die Feldlinien beim realen Dipol von der positiven Ladung ausgehen und in
der negativen enden, sind sie beim idealen Dipol praktisch geschlossen (weil Anfang
und Ende an der gleichen Stelle). Sie verlaufen in Richtung des Dipolmoments durch
den Dipol durch.
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Wir wollen noch eine Formel fiir die Ladungsdichte des idealen Dipols ableiten:

— 1 — r 1 - 1
p(F) = diveoE(7) = —divepgrad p(f) = —— V2 (P- ~ | = —v2 (B . v(-)
47 r3 4T r
1 —

_ (ﬁ.vw%%)]) - % (P VI-4rs(7))

4z

Die 47 kiirzen sich, also

Ladungsdichte eines idealen Dipols
mit dem Dipolmoment P

p(7) = — (P V() (7.14)

Edyn-Ubungsaufgabe zum 22.5.00
Gegeben sei ein idealer Dipol am Orte 7' = 0 mit dem Dipolmoment P.
Beweisen Sie, daf§ er das elektrische Feld (7.13) erzeugt

a) durch Ausfithren des Grenziibergangs [ = 0 bei Qf = P = const. in der Formel
(7.11) fiir die elektrische Feldstérke eines endlichen Dipols,

b) durch Bildung des Gradienten des Potentials (7.12) eines idealen Dipols.

7.1.3 Potential einer weit entfernten Ladungsverteilung

Wir haben dieses Kapitel mit einer Punktladung begonnen. Das ist ein Modell. Es gibt
in der Realitidt kaum wirkliche Punktladungen. Da erhebt sich die Frage: wann ist dieses
Modell anwendbar?

Antwort: Wenn man hinreichend weit weg ist !

Das ist Motivation dafiir, das Potential in hinreichend grofler Entfernung zu untersuchen.
Gegeben: endlich ausgedehnte Ladungsdichte p(7). Es gelte p(7') = 0 falls || > R.
Gesucht: ¢(7) weit weg!  (Fiir |7] > R).

Weit weg gilt 7| < R < |]. Also kénnen wir im Potential (7.2) wieder Taylor anwenden,
wie bei Dipol:

11 .
= e T oY)

|7 — 7| r

Einsetzen ergibt

71 dV! 7. (7 (P dV!
i LA
4degr 4dreyrs

Der erste Term ist das Potential einer Punktladung mit der

Gesamtladung Q= [ p(F")dV’,

der zweite Term das Potential eines idealen Dipols mit dem

—

Dipolmoment P = /F'p(f") dv'. (7.15)



Wiinsche: Theor. Edyn. SS 00 42

Damit ergibt sich endgiiltig

Q N 7P
dregr  4dmeqrd

() = Multipolentwicklung (7.16)

Fiir ¢ — oo gehen die Terme in der Summe verschieden schnell gegen 0:
Monopolterm ~ 1/r Dipolterm ~ 1/r? hohere Multipolterme ~ 1/r™ (n > 2).
Also:

e falls () # 0, dominiert hinreichend weit weg der Monopolterm, d.h., das Potential
wird mehr und mehr das einer Punktladung.

o falls Q = 0 & P # 0, dominiert hinreichend weit weg der Dipolterm, d.h., das
Potential wird mehr und mehr das eines Dipols.

e usw, um die hoheren Momente wollen wir uns aber nicht kiimmern.

Anmerkung 1:

Bei neutralen Korpern verschwindet der erste Term, man kann also erwarten, daf} sich
diese in weiter Entfernung wie ein Dipol verhalten. Oft verschwindet aber auch das
Dipolmoment aus Symmetriegriinden und es geht mit irgendeiner hoheren Ordnung los —
sofern die nicht alle verschwinden, wie z.B. bei kugelsymmetrischen Ladungsverteilungen.

Anmerkung 2:
Bei nicht neutralen Kérpern héingt das Dipolmoment von der Lage des Ursprungs ab (wie
in der Mechanik das Impulsmoment=Drehimpuls).

Wie grof3 ist das Dipolmoment eines Dipols?
- /F’Q (5(7?' - 5(7?')) V' = Q (f— 6) =Ql (7.17)

Das ist tatsdchlich, was wir in Abschnitt 7.1.2 bereits als Dipolmoment bezeichnet haben. uis nier
17.5.00

7.2 Magnetfelder stationdrer Strome

Stationire Strome sind zeitlich konstant: J = J(7).

[hr Magnetfeld ist es auch und gegeben durch

—

E(F) = rot A(7) mit dem Vektorpotential F‘) = /

= dV’ (7.18)

Das gilt allgemein. Wir werden nacheinander 2 Spezialfélle betrachten, a) Stromflufl durch
Dréhte und b) Magnetfeld weit entfernter Strome.
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7.2.1 Stromflufl durch Drihte: das Biot-Savart-Gesetz

Das Biot-Savart-Gesetz gibt eine quantitative Beschreibung fiir die magnetische Wirkung,
die von einem durch einen Leiter fliefenden Strom in einem beliebigen Raumpunkt erzeugt
wird. Es wurde schon 1820 von Jean Paptiste Biot (1774-1862) und Felix Savart (1791-
1841) formuliert. Wir wollen es nun aus (7.18) herleiten.

Annahme: der Querschnitt, durch den der Strom I flieit, sei vernachlassigbar klein.
Dieses Modell fiir den Stromflufl durch diinne Dréihte heifit Fadenstrom

Bei stationdren Fadenstromen mufl wegen div J = 0 die Stromstérke entlang eines Drahtstiickes
konstant sein, an Verzweigungen die Summe der einlaufenden Strome gleich der Summe

der auslaufenden sein (Kirchhoff’s Knotensatz), sie konnen insbesondere im Endlichen
weder beginnen noch enden.

Mathematische Beschreibung:

7+ (s) = Jener Punkt auf dem Faden (Draht), zu dem
man kommt, wenn man auf dem Draht die
Strecke s in Stromrichtung zuriicklegt (von
einem beliebig wihlbaren aber dann festen
Ausgangspunkt aus).

Stromrichtung in 7 (s): é(s) = dry(s)/ds.

Die Stromdichte einer einfachen geschlossenen Drahtschleife mit der Stromstérke [ ist

J(F) = 7{ ds 1€,(s)0(7 — 7y (s)) (integriert wird rund um die Drahtschleife) (7.19)

Dies in das Vektorpotential in (7.18) gibt zunéchst

Tin=to [av § o APE_R),

Herausziehen der Konstanten, Vertauschen von /- und s-Integration, Abtoten des /-
Integrals mit der 0-Funktion, sowie Einfiihren von ds = €;(s)ds fiihrt als Zwischenergebnis
auf

i I
A(F) = MO ]{ E Vektorpotential eines Fadenstromes (7.20)
r — 7"+

Das ist schon eine recht einfache Formel. Jedes Drahtstiick ds des Strompfades liefert
einen Beitrag, der im ganzen Raum

e parallel zu ds ist (tangential zum Drahtstiick),
e proportional zur Stromstéirke I,

e umgekehrt proportional zum Abstand | — 7, (s)| des Drahtstiickes
vom Aufpunkt 7.
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Nun Berechnen des Magnetfeldes:

) _ . ol ds pol 1 I
B = t A(F) = A(r) = —— F—7.(s) _ 4r o) <
ol TR gl f o) g
i ST 6P AT =)l

Vertauschen der Faktoren im Kreuzprodukt und Division durch pgy gibt fiir die magnetische
Feldstérke

Gesetz von Biot-Savart (7.21)

Jedes Drahtstiick ds des Strompfades liefert einen Beitrag zur magnetischen Feldstéirke
H im Aufpunkt 7,

e dessen Betrag proportional zur Stromstérke I durch das Drahtstiick und umgekehrt
proportional zum Quadrat des Abstands zwischen Drahtstiick und Aufpunkt ist und

e dessen Richtung senkrecht zur Flurichtung ds des Stromes und zum Verbindungs-
vektor 7 — 7y (s) vom Drahtstiick zum Aufpunkt entsprechend der Rechte-Hand-
Regel (Rechtsschraubenregel) ist.

Einfachster Fall: Gerader Draht'*

Giinstige Koordinaten: z-Achse entlang Draht in Stromrichtung, 7 auf x-Achse dann
7 (S) = 2€,, T = x€,, ds = &,, also

- I [ , xe, —ze, I [ TE, X €y
H(f) = — dz€, X ———s = dz——
dr | o V2 220 &xé=0 4w J_ /24 2
= —x€, X & e — ) T G SR = ——€, X Cy.
AT o /72 1 20 4w 22v/22 + 22|00 27

Allgemeine Lage: x — p (Abstand v. Draht), €, — €,, €, — €; (Stromrichtung), damit
— _[ N N
H('F‘) = %61 X ep (722)
Das haben wir schon friither in der Form (5.19) direkt aus den MGI erhalten. Und zwar
einfacher. Das Biot-Savart-Gesetz 14§t aber auch noch in weniger symmetrischen Féllen
auswerten, in denen eine direkte Losung der MGI sehr aufwendig ist. Insbesondere eignet
es sich fiir numerische Rechnungen.

7.2.2 Magnetfeld weit entfernter Stréme

In der Elektrostatik hatten wir gesehen, dafl das elektrische Feld einer begrenzten La-
dungsverteilung in grofler Entfernung das einer Punktladung mit der Gesamtladung )

Mder schliet sich im Unendlichen

Ubung!
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ist, oder — bei neutralen Korpern — das eines idealen elektrischen Dipols mit dem Dipol-
moment P = [ 7'p(7")dV".

Ahnliches werden wir jetzt fiir Magnetfelder herleiten.

Wir gehen wieder von der allgemeinen Form (7.18) des Vektorpotentials aus.

e J(7') =0 fiir ' > R (réumlich begrenzte Strome)

Annahmen:
e > R (Aufpunkt weit entfernt)

Unter diesen Bedingungen gilt

e o , T
Ay =tmx L
(") 47rm r3

(7.23)

—

1
mit dem magnetischen Dipolmoment 1 = 3 /F' x J(F")dV'

Der Beweis ist etwas knifflig und wird deshalb an den Schlufl des Abschnitts geschoben.
Vorher: Berechnung des Magnetfeldes

Das geht am besten mit folgender Darstellung des Vektorpotentials:

2o Mo o 1 Ho mo o m
A(?"):47r (—V;):EVX7:Er0t7

Damit zunéachst

H(F) = I"OtA(F) = — 1ot rot m = — (grad le@ — A@)
Ho AT r 4 r r
=L (grad (v(3) - m) - Ay

~ Un gra . m . m).

Dahinein die uns schon bekannten Ausdriicke V(1/r) = —7/r® und A(1/r) = —474(r)
gibt als wichtigen Zwischenschritt

HF) = —grad [ 2“2 + 1w 6(7). (7.24)
473

Diskussion:

e 1.Term ist ein Gradient. Dies ist ein ”konservativer” Feldanteil, er hat keine ge-
schlossenen Feldlinien.

e Magnetfeldlinien miissen aber geschlossen sein.

e das bewirkt anscheinend der 2.Term. Der wirkt zwar nur bei ¥ = 0 schlief3t aber
dort die Feldlinien.

e Er darf nicht weggelassen werden, weil ansonsten div B = 0 verletzt wird!

e Die Grofle, von der der Gradient gebildet wird, hat die gleiche Ortsabhéingigkeit,
wie das Skalarpotential (7.12) eines idealen elektrischen Dipols.
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e Das Magnetfeld einer begrenzten Stormverteilung ist in der Ferne also ein Dipol-
feld.'®

e Es spielt dabei keine Rolle, wie die Strome genau flieen. Das Feld hé&ngt nur
von einem Parameter ab, ihrem magnetischen Dipolmoment m, gegeben in Formel

(7.23).

e Insbesondere trifft das auf die Atome und Molekiile zu, aus denen sich Medien zu-
sammensetzen. In jedem Punkt eines makroskopischen Mediums ist man von fast al-
len Atomen weit weit weg im Vergleich zu deren winzigen Abmessungen. Sie knnen
also als magnetische (bzw. elektrische) Dipole mit den Dipolmomenten 17 (bzw. P)
behandelt werden. Das wird die Grundidee fiir die Medien-Elektrodynamik sein.

Ersetzen des Gradienten durch das bekannte Dipolfeld gibt als Endformel

Magnetfeldstirke in groffer Entfer-
1m0 (7) nung von etner raumlich begrenzten (7.25)
Stormuverteilung

37 (17 - 7) — 1y

47

H() =

Nachtrag: Beweis von Formel (7.23)
Wir starten mit dem Vektorpotential in Formel (7.18).

Weil in grofler Entfernung von den Stromen ' < r gilt, konnen wir zunéchst wieder die
Taylor-Entwicklung

1 1 N 7 N
F—r'  r  |F=7"3
einsetzen. Das gibt
A= Lo [ o [ aeyar (7.26)
47y 473

Wir werden uns mit den beiden Termen einzeln befassen.

Erster Term von (7.26)

Das Integral von J sind eigentlich 3 Integrale iiber je eine Komponente von J. Alle sind
null.

Es geniigt, dies fiir die z-Komponente zu zeigen. Wir zerlegen dazu die Integration iiber
das Volumen in eine iiber z und fiir jedes z eine iiber die zur z-Achse senkrechte yz-Ebene.
Das gibt

/szV:/I(z)dz mit  1(2) :/Jz(a:,y,z)dxdy. (7.27)

es sei denn ihr Dipolmoment verschwindet. Dann werden evtl. Multipolterme wichtig, die wollen wir
uns hier aber nicht antun.

15
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I(z) ist der Strom, der eine zy-Ebene in der Hohe
z nach oben netto durchflie8t. Im stationéren Fall

z verschwindet aber der Strom durch jede Ebene,

die das Stomgebiet schneidet, weil ansonsten die

J#0 Ladungsmenge auf einer Seite der Ebene zu- und
L4 auf der anderen abnehmen wiirde.

Damit ist auch das Volumenintegral {iber .J, null. Analog fiir die anderen beiden Kom-
ponenten, mithin verschwindet der erste Term. — q.e.d.

Zweiter Term von (7.26)

Dieser ergibt das gesuchte (7.23), wenn gilt

2/(?-?’) *(f')dvé/dv’ (F’ x f(F')) xF:/dV’Fx ( (7") x 7

Wir werden die rechte Seite in die linke umformen. . .
Zunichst ergibt sich mit der bac-cab-Regel @ x (b x €) = b(@ - ¢) — &(a - b)

1
L
N—"
—~
*
~—

rechte Seite von (¥) = / [f(F’) (7 7Y — (F- f(F’))] v’ (%)
Der erste Term hier ist schon die Hilfte von dem, was wir brauchen. Und der zweite?

ite-Komponente des zweiten Terms von (xx) =
im folgenden ohne Summenzeichen
= — / z <F - J(F") dV’ / Z x; J; (7)) dV! mit der Einstein-Konvention:

iiber gleiche Inizes wird absummiert

= /x x;J;(F')dV' |  Einsetzen von x; = x0;
oz,
/:c Tk J;(F") AV’ Einsetzen von d; = —~—~
oz

/ Ji(F")dV"' | partielle Integration

/ 0 ' —/ !
s+ [ il )4V
/ s T v+ (f-f'){aiij(f')+x;a*gir) av’

‘ erstes Integral mit Gaus,

da die Strome vollstindig innerhalb des In-

_ ' 1Tt R A=) ' tegrationsgebietes V' flieflen, ist J auf dessen
N ]{V) [Ilwkxkl}(r )] A + / (7” r ) Jl(r )dV Rand (V') null und das Oberflichenintegral ver-

schwindet.

:+/(F-F’)Ji(F’) dv’

Der zweite Term des Integrals (xx) liefert also das gleiche, wie der erste. Mithin ist die
rechte Seite von (x) tatséchlich gleich der linken und die Formel (7.23) bewiesen.
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8 Medien in elektromagnetischen Feldern

Bisher: Nur Vakuum mit ein paar Ladungen drin.
Ladungsdichte p(7,t) und Stomdichte J(7,t) als gegeben betrachtet.
Daraus die erzeugten Felder berechnet (geht prinzipiell immer mit retardierten
Potentialen).

Jetzt:  Noch ein Korper dazu aus irgendwelchem Stoff (=Medium)

Simple Beispiele:

Plattenkondensator Spule

im Vakuum

T

mit Medium
T

Wie wird das elmagn. Feld beeinfluf3t?

Das héngt natiirlich vom Medium ab
(z.B. ob Metall, Dielektrikum, magnetischer Werkstoff . ..)

Wie kann man das theoretische beschreiben?

e Dielektrika im elektrischen Feld
Antwort nicht allgemein, sondern f. stationdre e Leiter im elektrischen Feld

e Nichtleiter im Magnetfeld

8.1 Dielektrika im elektrischen Feld

Beispiel: R

++++++++t+t++

Erinnerung an wohlbekannte Physik:

Schiebt man Dielektrikum zwischen die Platten, so sinkt Spannung, d.h. Feld wird geschwicht

Warum? positive Ladungen auf einer Platte ziehen die Elektronen an, negative auf der
anderen die Atomkerne. Beide sind nicht frei beweglich, aber sie verschieben sich
ein wenig. Die Atome werden polarisiert.
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Ergebnis: im Innern bleibt der Stoff neutral, aber an den Oberflichen bei den Platten ent-
stehen Ladungen. Das von diesen Polarisationsladungen erzeugte Feld ist dem
von den externen Ladungen auf den Kondensatorplatten erzeugten entgegenge-
setzt, es schwicht dieses.

Aufgabenstellung der Theorie

Gegeben: externe Ladungsdichte pe.(7) und Dielektrikum in einem Volumen V.
Gesucht: Das elektrische Feld E(7).

Zur Losung braucht man natiirlich noch ein verniinftiges Modell des Dielektrikums.

8.1.1 Kontinuums-Modell eines Dielektrikums

Dielektrikum = ein Kontinuum von idealen Dipolen im Vakuum mit dem
Dipolmoment pro Volumeneinheit P (7).

Anmerkung: Kontinuum als Grenzproze zu verstehen.

Das Dipolmoment pro Volumeneinheit heifit POLARISATION.

Diese sei zunéchst gegeben. Wie grof} ist dann das elektrische Feld?

Nun, wir haben nur Vakuum mit der externen Ladungsdichte pe.:(7) und den Polarisa-
tionsladungen der Dichte pyy(7) drin — und sonst nichts. Also gelten die Vakuum-MGlI,
insbesondere

diV €OE - pegnt + ppol- (81)

Die Polarisationsladungsdichte miissen wir uns nun noch aus ]3(77 ) beschaffen.

8.1.2 Polarisationsladungsdichte

Gegeben: P(7) Gesucht: p(7)
Entsprechend inhomogener Wellengleichung (6.26) im stationéren Fall gilt:
Ppot(T) = =0 Appat (),
wobei ¢, das von dem Dipolkontinuum erzeugte Potential ist, ndmlich mit (7.12)
1 /ﬁ(f') dv' . (7 — ")

G

‘Ppol(F) = Areg

Einsetzen ergibt zunéchst

1 [ P(F). (F—7")
0 3 = —A—
Ppot (T A |7 — )3

dv'.

—

T L. o
Trick: — = —V/(-) einsetzen, V vor- und A reinziehen
r r

_ v /F’(F’){—%A(W_lm)} qv'

1
einsetzen vonA (=) = —47wd(7)
r

—

= -V /P(f")d(*—f’) dV' = —VP(F).
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Schluflendlich also

ppot(7') = — div P(7) (8.2)

8.1.3 Das D-Feld im Medium

Setzen wir nun (8.2) in die Vakuum MGI. (8.1) ein, folgt
div SOE = Pezt — div P.

Bis hier hatten wir die Polarisation P ebenso wie die externen Ladungsdichten p..; als
gegeben betrachtet. Meist ist die Situation aber anders: es ist nur nur p.,; gegeben!®
und die Polarisation entsteht erst in Reaktion darauf'’, ist also ebenfalls unbekannt. Also
diese Unbekannte auch auf die andere Seite:

div (605 + 15) = Pext-
Das sieht der MGIl. div D = p sehr dhnlich.
Konvention: In Medien wird das D-Feld wie folgt festgelegt:

D=cE+P und die zustindige MGI lautet div D = peg (8.3)

Anmerkung: Das verallgemeinert die Definition (4.5) fiirs Vakuum — dort ist halt P = 0.

Nun mufl nur noch ein Zusammenhang zwischen P und E hergestellt werden.

8.1.4 Polarisation als Funktion der Feldstirke

Die Polarisation eines Dielektrikums héngt in der Regel von der Feldstéirke ab.

Fiir £ = 0 sind entweder keine Dipole aufgespannt, oder (in Gasen und Fliissigkeiten) die
vorhandenen atomaren (molekularen) Dipole sind durch die thermische Bewegung zufillig
orientiert und kompensieren sich.'®

Mit zunehmender Feldstéirke spannen sich die Dipole auf oder orientieren sich durch das
wirkende Drehmoment (bis ein Stof§ die Orientierung wieder zunichte macht). Das geht
zunéchst linear los und séttigt bei hoheren Feldstérken.

Typisches Bild: Fiir nicht zu grofle Felder gilt oft Proportionalitét:
P .
P = x.e0FE (8.4)
E g Proportionalititsfaktor x. : elektrische Suszeptibilitét.

Er ist eine charakteristische Konstante fiir das
jeweilige Material.
167 B. durch das Aufladen des Kondensators
7durch Aufspannen bzw. Drehen der atomaren bzw. molekularen Dipole
18In polaren Festkorpern mit axialer Symmetrie kann auch bei E = 0 schon eine makroskopische
Polarisation existieren (Ferroelektrika) - die wollen wir aber nicht niher betrachten.
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Einsetzen von (8.4) in (8.3) ergibt fiir den linearen Bereich

D =ceoE  mit der relativen Dielektrizitiitskonstanten & = 1+ ye. (8.5)

8.1.5 Grenzflichen zwischen Dielektrika

Behauptung: An der Grenzfliche zwischen zwei Dielektrika sind die Normalkom-
ponente von D und die Tangentialkomponenten von E stetig.

a) D-Feld

Beweis mit der integralen Form f(v) D-dA = Q¢ der MGI (8.3). Als Integrationsgebiet
wihlen wir einen flachen Zylinder (Cremedose), so daf8 der Deckel iiber und der Boden
unter der Grenzflache liegt und der interessierende Punkt der Grenzfliche in der Mitte.

R é,
t or

™
—
le«—
=
A4

-] od-----

Dann lassen wir die Dose auf den Punkt in der Mitte zusammenschrumpfen.

Aber nicht irgendwie, sondern geschickt, ndmlich links und rechts lim L lim :
R—0 TR2 h—0

linke Seite:

1 S o 1
lim — lim D-dA = lim — [/ D, dA — / D, dA} = D;ben _ D;Lmte"
Deckel Boden

R—0 TR? h—0 [ pose R—0 T

rechte Seite:

ext

Dose = 0qr  Grenzflachenladungsdichte

) 1 .
lim —— lim
R—0 7 R% h—0

die . Normalkomponente
Fazit: Dober — punten — 5 von D ist stetig bei Fehlen (8.6)
von Flachenladungen.

Flachenladungen: Thre Ausdehnung senkrecht zur Grenzfliche ist vernachléssigbar klein.

b) E-Feld

Beweis mit der zustédndigen MGI f(A) E-ds=0 (Statik!). Integrationsfliche A jetzt flaches
Rechteck hochkant zur GF und mit der langen Seite parallel zur GF mit dem Punkt 7 in
der Mitte.

'y

Sy

Q
S|
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Dann lassen wir dieses wieder auf den Punkt in der Mitte zusammenschrumpfen.

Und zwar geméf lim1 lim :
10 [ h—0

1 [ 1
lim — lirnj{ E-ds=1lim- [/ E;ds — / E, ds] = Et‘)be" — pnten
(=0 [ h=0 (4) -0 { Oberseite Unterseite

Die rechte Seite ist null, also

die Tangentialkomponen-
Fazit: Etoben — Emten — ten von E sind immer ste- (8.7)

tig.

Was gilt fiir die anderen Feldkomponenten? Ganz einfach:

oben unten
D t . D t

oben 1 oben
goben - gunten £ K

unten E unten

— & = 0OQF- (88)

Anschaulich bedeutet dies, daf§ Feldlinien, die schrig auf eine GF auftreffen, dort einen
Knick haben. Das soll hier aber nicht vertieft werden.

8.2 Leiter im statischen elektrischen Feld

Wir werden lernen: Abschirmung, Influenz, Spiegelladungsmethode.
Gegeben: pe,(7) + Leiter Gesucht: E(7) bzw. o(7).
Fiir die Losung brauchen wir zuallererst ein

Modell fiir Leiter: Ein Teil der Elektronen ist frei beweglich, so dafl jedes elektrische Feld
einen Stromflufl hervorruft. Es gilt das Ohmsche Gesetz:

J =0E, die Leitfshigkeit o ist eine Materialkonstante. (8.9)

Der Rest der Elektronen ist an den jeweiligen Kern gebunden wie in
einem Dielektrikum. Dieser Teil erzeugt die Polarisation P = y.coF.
Zwischen allen Teilchen herrscht Vakuum.

Natiirlich sind auch hier die Vakuum-MGl giiltig, u.a.:
div (505) = Peaxt + PLeiter- (810)

Aber die zum Leiter gehtrenden Ladungen prei. héingen selbst wieder von E ab.
Wie?

Im statischen Fall so, daB iiberall J(7) = 0 gilt. Im Leiter gilt aber auch J = ¢ E, also
muf} das Feld dort verschwinden:

—

im Leiter: E =0. (8.11)

SchluBfolgerungen fiir das Leiterinnere:
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a) E=0 = div (EOE) = Peat + PrLeiter = 0, also

Preiter (T') = —pext(7")  im Leiter (8.12)

Eine innerhalb des Leiters befindliche fremde Ladung wird durch eine entgegenge-
setzt gleich grofle leitereigene Ladung am gleichen Ort unwirksam gemacht. Man
nennt das vollstindige ABSCHIRMUNG.

b) E=0 = E = —grady =0, also

©(7") = constant innerhalb eines Leiters (8.13)

Leiter sind also Aquipotential-Korper. Deswegen kann man mit Drithten elektrische
Spannungen iiber weite Entfernungen transportieren.

c) E=0 = P=y.5FE =0, das Leiterinnere ist nicht polarisiert. ‘ (8.14)

—>  Die GroBe der Suszeptibilitét y. bzw. der relativen Dielektrizitatskon-
stanten € des Leiters spielt keine Rolle. Sie kann statisch also auch nicht
gemessen werden.

SchluBfolgerungen fiir die Oberfliche (OF) des Leiters:

d) E steht auBen senkrecht auf der OF: E = Eop é, (8.15)

Beweis: E=— grad ¢ ist stets senkrecht zu Aquipotentialfliichen.
Die OF ist wegen b) immer eine Aquipotentialfliche.

) Das AuBlenfeld Epp erzeugt die Flachenladungsdichte (8.16)
oor = coEor an der Leiter-Oberflache '
Das ist INFLUENZ.
Beweis: Mit ” Cremedosen-Methode” analog zur Grenze zweier Dielektrika:
= i ! li av
OoF = ng}) TR? hlg(l) Dose Ptot
‘ / pror dV = / div (soE)dV = f eoE dA = eoEop - mR?
Dose Dose Gauss (Dose)

1 —
= lim — i Eor - 2= ¢ E
lim — lim ey Eor mR* =¢eoEor q.ed

Ywie konsequente Manndeckung beim Fufiball
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f) ‘Die Gesamtladung () eines Leiters befindet sich auf seiner Oberﬁiiche‘ (8.17)

Beweis: Wegen a) ist das Leiterinnere neutral = Ladungen hichstens an der OF!

Schluf3folgerungen fiir den Auflenraum auflerhalb des Leiters:

g) AufBlerhalb der Leiter ist das Potential ¢(77) Losung von

Ap() = —L=lT) pOISSON-Gleichung

€0
p = const. } (8.18)
N — _Q
$op gradp -dA = —=

Randbedingung auf Auflenfliche: {

Begriindung:
Auflen ist pyor = pest- Die Randbedingungen ergeben sich aus b) und f).

Problem: Wie das l6sen?
dies ist Gegenstand einer mathematischen Disziplin, der POTENTIALTHEORIE.
in einigen Spezialfillen hilft aber ein pfiffiger Trick:

Die Spiegelladungsmethode

Beschrinkung auf einfachsten Fall: ebene Leiterplatte und Punktladung.

Die Punktladung ) > 0 habe den Abstand d vom
Leiter.

Sie influenziert negative Oberflichenladungen.
Diese sind so verteilt, dafl ihr Feld im Innern des
Leiters gerade jenes von () kompensiert, es ist
also dort das einer entgegengesetzt geladenen fik-
tiven Punktladung am Orte der urspriinglichen.
Das Feld ebener Flidchenladungen ist aber sym-
metrisch zur Ebene. Also ist das Auflenfeld der
Fldachenladungen ebenfalls das einer Punktladung
—@, die aber spiegelbildlich im Abstand d hinter
der Oberfliche sitzt. Das Gesamtfeld im Aufen-
raum ist also das Dipolfeld von Ladung und Spie-
gelladung.

Vakuum

Ubungsaufgabe dazu:

Berechne a) die Grenzflichenladungsdichte, b) die influenzierte Gesamtladung, c) das
Potential des von ihr erzeugten Feldes und d) die auf sie wirkende Kraft.

8.3 Nichtleiter im statischen Magnetfeld
8.3.1 Von den Vakuum-MGI zu den Medien-M Gl

Gegeben: Aufiere Stromdichte fext(F) + Medium
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Gesucht: Magnetische Induktion B(7) (das in die Lorentzkraft cingehende Feld)

Modell fiir Medium:
Kontinuum atomarer geschlossener Strome (”Kreisstrome”).
Magnetisches Dipolmoment pro Volumeneinheit = M (7) (MAGNETISIERUNG).
Ansonsten Vakuum.

Natiirlich gelten die Vakuum-MG]l., insbesondere

rot g = /UJOJ_;m + Mijag

fiir das resultierende totale Magnetfeld. Rechts stehen neben der gegenen externen Strom-
dichte die Magnetisierungsstromdichte, die sich aus der Uberlagerung der mikroskopischen
Strome im Medium ergibt.

Magnetisierungsstrome und Magnetisierung héingen wie folgt zusammen (Beweis spéter):
Jmag(F) = rot M (7) (8.19)
Dies hinein in die MGI und alles Unbekannte nach links:
rot (E - MOM) = pioText
Vergleich mit der Maxwellschen Feldgleichung (4.3) legt nahe, die Magnetfeldstirke H im

Medium durch die Materialgleichung

— g — —
H=——
Ho

baw. B = pq (FI v M) (8.20)

zu definieren. Die magnetische Feldgleichung bleibt dann (im statischen Fall)
rot H =J
mit der Konvention

J= Jou In den Medien-MGI. bedeutet J die externe Stromdichte. (8.21)

8.3.2 Beweis von J,,,, = rot M

Entsprechend Vakuum-MGl. gilt

. . wo Hy die Uberlagerung der von allen atomaren
Jimag = Ot Hy)p »Kreisstromen” des Mediums im Vakuum erzeugte  (8.22)
Magnetfeldstérke ist.

Wir nutzen jetzt die Formel (7.24) des Kapitels 7.2.2, nach der das Magnetfeld einer
rdumlich begrenzten Stromverteilung in groflen Entfernungen 7 entsprechend

= m-T

A7) = — grad ( 7 4) + 17 6(7)

473

allein durch deren magnetisches Dipolmoment 17 (7.23) bestimmt wird.

Im Medium sind fast alle atomaren Kreisstrome sehr weit weg von einem gegebenen
Aufpunkt 7.
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Das magnetische Dipolmoment eines Volumenelements dV’ ist laut Kontinuumsmodell
gerade M (7")dV".

Also die Uberlagerung der Felder aller Volumenelemente

— 5 M F’ . F_F, T =1 — —/ !
Hy(7) = /[—grad < El7r|)77£77’|3 )> + M) o(F—7")| dV
M(F,) : (F_ ,F,) ! / T ol — =/ !
S M _
grad (/ 47r|77—’[7’|3 dv' ) + (T )5(7” r )dV

= —grad(---)+ M(7)

Beim Einsetzen in (8.22) liefert der erste Term wegen rotgrad= 0 nichts, der zweite gibt
gerade (8.19) — q.e.d.

8.3.3 Magnetische Eigenschaften verschiedener Medien

Bis hier die Magnetisierung M als gegeben betrachtet.

Aber:  Das Magnetfeld B wirkt vermittels der magnetischen Lorentzkraft Fp, = qU X B
auf die atomaren Kreisstrome zuriick. Die Medien reagieren verschieden auf diese
Riickwirkung.

In vielen Medien gilt Linearitét:

poM = B mit der Materialkonstante o (Magnetisierbarkeit). (8.23)

Damit auch Linearitiit zwischen M und H:
_|_

oM = oB = apg(H + M) = (1 — )M = oH

= M= xnH mit y, = 1& magnetische Suszeptibilitét. (8.24)
-«

Damit auch lineare Beziehung zwischen B und H: B = po(H + M) = po(xm + 1) H

— — 1
= B = popH mit p =14 x,m = 1 relative magnetische Permeabilitét.
a

(8.25)
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Material « Xm W
H,0, Glas —107° —107° 0.99999 a<0
Wismut -2-107* —-2.107* 0.9998 diamagnetisch
' Luft +4-1077 44-1077 1.0000004 a>0
Typische Daten:| ] +2-107° +2-107° 1.00002 para-
Wolfram +2-107%* +2-107* 1.0002 magnetisch

a—1,dh. p>1 (Weicheisen)
Eisen oder ferromagnetisch
stark nichtlinear mit Hysterese

Die Magnetisierung kann sowohl parallel zum Feld (Paramagnetismus) als auch antipar-
allel (Diamagnetismus) sein.

Einiges zu den mikroskopischen Ursachen:

a) Diamagnetismus
Die Atome (Molekiile) diamagnetischer Stoffe haben ohne Magnetfeld kein magne-
tisches Moment. Dieses wird durch das Einschalten von B erst induziert:

— wihrend des hochfahrens von B herrscht entsprechend des Induktionsgesetzes
rot £ = —é ein elektrisches Wirbelfeld.

— Dieses induziert im atomaren Elektronensystem einen zusétzlichen Kreisstrom
um die Magnetfeldachse.

— Wegen des Minus-Zeichens im Induktionsgesetz ist dieser induzierte Kreisstrom

linksdrehend, sein magnetisches Moment damit B entgegengesetzt (bekannt als
”Lenz’sche Regel”).

Also ist @ < 0 und schwach von der Temperatur abhéingig (weil inneratomarer
Vorgang).

b) Paramagnetismus
Jedes Atom (Molekiil) des Stoffs hat schon ohne Magnetfeld ein magnetisches Dipol-
moment. Die Dipolmomente der verschiedenen Atome sind aber zufillig orientiert
und werden deshalb makroskopisch nicht wirksam.

Mit Magnetfeld dann 2 gegensitzliche Tendenzen:

— Das Drehmoment von B auf jeden Dipol (s. Ubung) dreht diesen allmihlich
in Feldrichtung.
— Die Wirmebewegung (St68e) baut die Orientierung wieder ab.
Netto also ein resultierendes M ||B, das mit B anwiichst und mit der Temperatur

fallt.
Empirisch gilt o ~ 771,
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¢) Ferromagnetismus

Ferromagnetismus tritt in Materialien auf, deren Elementarbausteine bereits ein
magnetisches Moment besitzen. Anders als bei Paramagnetika sind die individu-
ellen Momente aber infolge komplexer quantenmechanischer Ursachen in makro-
skopischen Bereichen (Weif’sche Bezirke) vollstéindig parallel. Bereits in kleinen
Magnetfeldern konnen sich solche Bezirke als ganze umorientieren oder jene mit
parallelem Moment wachsen auf Kosten solcher mit ungiinstiger Orientierung. Da-
durch entstehen riesige Magnetisierungen M , die den Hauptbeitrag zu B liefern, der
selbst nach Abschalten des externen Magnetfelds bestehen bleibt (Hysterese), weil
sich die internen Momente an dem von ihnen selbst erzeugten Riesenfeld ausrichten
(kollektiver Effekt). Die Theorie des Ferromagnetismus ist eine eigene Vorlesung
wert und soll hier nicht weiter vertieft werden.

Quantitativ:

Meist |a| < 1 und damit der Magnetismus unbedeutend — aufler bei ferromagnetischen
Stoffen.

8.3.4 Grenzflichen zwischen Medien

An einer Grenzfliche zwischen zwei verschiedenen Medien gelten folgende Ubergangsbe-
dingungen zwischen den Feldkomponenten:

— — — —

gn : (Boben - Bunten) =0 gt : (Hoben - Hunten) =0 (826)

solange keine externen Grenzflichenstréme fliefen.

Beweis vollig analog zu den Grenzbedingungen fiir die elektrischen Felder in Abschnitt
8.1.5.

Ubungsaufgabe zum 5.6.00

Gegeben sei eine Ringspule mit N dichtliegenden Windun-
gen um einen toroidférmigen Weicheisenkern (s. Skizze)
der relativen Permeabilitit p > 1. Der Ringradius R sei
sehr viel grofler als der Kerndurchmesser D. Im Eisenkern
befinde sich ein diinner Luftspalt der Dicke d < D. Durch
den Draht flieBe der Strom I.

Berechne die Betrige der Magnetfeldstérke H der magne-
tischen Induktion B und der Magnetisierung M im Eisen-
kern und im Luftspalt. Streufelder seien vernachlissigbar.
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9 Die Energie des elektromagnetischen Feldes

Die Erfahrung zeigt:
Elektromagnetische Felder kénnen Energie enthalten und diese transportieren.

Beispiel: Sonnenstrahlen.
Sie haben den Energiebegriff bereits in der Mechanik kennengelernt.
Wir wollen ihn nun auf elmagn. Erscheinungen verallgemeinern.

Einschrénkung:  Wir beschrénken uns auf Medien, wo gilt

D =esyE und B = u,uoﬁ mit konstanten &, . (9.1)
Wir werden erst den "roten Faden” der Argumentation darlegen und dann den Beweis
der Behauptungen nachholen.
Roter Faden:
Was ist Energie?  Die Fiahigkeit Arbeit zu verrichten!

Behauptung I:  Die vom elektromagnetischen Feld pro Volumen- und Zeiteinheit
geleistete Arbeit ist gleich J - E (Leistungsdichte).

Behauptung II: Fiir ein beliebiges Volumen V' gilt

- — d — —
J-EdV =—— de—]{ S-dA
/V dt Jy V) (9:2)
1 — —
mit w = 3 (uu0H2+550E2) (9.3)
und § = ExH (POYNTING-Vektor). (9.4)

Interpretation: dies 1483t sich als Energiesatz interpretieren!

e linke Seite: die vom elmagn. Feld in V' umgesetzte Leistung.
( = Arbeit pro Zeiteinheit)

e 1. Term rechts: zeitliche Abnahme der Energie des Feldes im Volumen V.
= w = Energiedichte des elektromagnetischen Feldes.
e 2. Term rechts: durch die Oberfliche in das Volumen V hineinflieende Feld-

energie (z.B. durch Strahlung).
= S = EnergiefluBdichte des elmagn. Feldes.
Das ist die gesuchte Verallgemeinerung des Energiesatzes der Mechanik.

Anmerkung:

In Medien mit der Leitfahigkeit o gilt J = oE. Folglich ist J+E = gE?. Das ist stets
positiv! Die vom Feld geleistete Arbeit wird in diesem Fall in Warme umgewandelt, die
sogenannte Joule’sche Wérme.

Nun sind nur noch die Beweise fillig:
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Beweis von Behauptung I
Wie kann das elmagn. Feld Arbeit leisten?
Durch seine Kraftwirkung auf geladene Korper und Teilchen!

Wir betrachten infinitesimal kleine Volumenelemente dV und Zeitschritte dt. Die an dV
withrend dt geleistete Arbeit ist?°

W ﬁL ds wo {]iL = de <E + (7 x é)) verallg. Lorentzkraft auf dV'
U

s = v dt Wegstiick wihrend dt bei mittlerer Geschwindigkeit ¢

_ (p@'- B+ pir- (7 x —’)> AV dt Ui_(v x B) = 2. Term null
pv=J
= (J-E)av
d - =
= aVdl J - E' = Arbeit pro Volumen und Zeit = Leistungsdichte. q.e.d.

Beweis von Behauptung II
Zunichst Ubergang zur differentiellen Formulierung von (9.2).
Dazu alle Terme auf die linke Seite, Anwenden von Gauf} auf das Oberflichenintegral:

/ (f-E+8—w+ div§> Qv —o.
. ot

Dies soll fiir beliebige Volumina gelten, also mufl der Integrand verschwinden:

ow

5 +divS=0 Energiesatz differentiell (9.5)

J-E +

Dies 1483t sich aus den MGI. beweisen. Zunéchst 2 Nebenrechnungen:

NR1: divS = V.(Ex H)=HrotE— ErotH

NR2: aa_fj - %%(WOH’?HSOE")_Wo(ﬁ-ﬁ)+550(ﬁ-ﬁ):ﬁ-§+E"-5
Beide zusammen:

W aiv§ = BB+ BBt vk~ Brovfi= - (B+ rot )+ B- (D~ rot )

20Kraft mal Weg
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10 Quasistationire Felder

Bisher haben wir nur zeitlich konstante Ladungs- und Stromdichten untersucht.
In der Technik wird aber viel mit Wechselstromen gearbeitet.
Wechselstrome erzeugen Wechselfelder.

Die Felddnderungen breiten sich nur mit endlicher Geschwindigkeit (Lichtgeschwindigkeit)
in den Raum aus.?!

Quasistationire Felder variieren aber so langsam, dafl die Laufzeit der Feldéinderung durch
das relevante Raumgebiet vernachléssigbar klein ist.

Beispiel: Bei 50 Hz Wechselstrom dauert eine Periode 7' = 0.02s. In dieser Zeit
durchliuft die Felddnderung die Strecke ¢I" = 300000km /s-0.02s= 6000km.
Das ist etwa der Erdradius. In Gebieten, die viel kleiner als die Erde sind,
ist gewohnlicher Netzstrom also quasisationéir. Das sind praktisch alle elek-
trischen und elektronischen Geriéte.

In quasistationdren Stromkreisen folgt das Magnetfeld den Stroménderungen momen-
tan. Mathematisch kann unter diesen Bedingungen der Verschiebungsstrom 0D/0t in
den Maxwellgleichungen gegeniiber dem eigentlichen Stromterm vernachldssigt werden,

L D
rot H = Jop + %X quasistationires Magnetfeld. (10.1)

Das quasistationire Magnetfeld im relevanten Raumgebiet ist jeweils gleich dem, das ein
stationdrer Strom mit der momentanen Stromstérke des Wechselstroms erzeugen wiirde.
10.1 Induktionsgesetz

Magnetische Wechselfelder konnen in Leiterschleifen Spannungen induzieren.

Quantitativ wird dies beschrieben durch das Faraday’sche Induktionsgesetz

Uy = dd {Umd in der Leiterschleife induzierte Spannung (10.2)

Cdt ) magnetischer Flul durch die Leiterschleife

Der magnetische Flufl durch die Leiterschleife ist mathematisch definiert durch

¢ = / B-dA wobei A die von der Leiterschleife eingeschlossenen Fliche ist. (10.3)
A

Beispiel 1: Dies wird bei Transformatoren ausgenutzt. Der Wech-
selstrom durch die Primérspule erzeugt ein magnetisches Wechsel-
feld, das in der Sekundérspule eine Wechselspannung induziert. Die
Laufzeit der Felder ist dabei vernachlissigbar (weniger als eine Na-
nosekunde bei TrafogréBen im Zentimeterbereich), aber ohne die
zeitliche Anderung des magnetischen Flusses gibe es keine indu-
zierte Spannung.

2ldas zeigte die Diskussion der retardierten Potentiale (6.31) als allgemeine Losung der Maxwellglei-
chungen.
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Beispiel 2:

Das Induktionsgesetz wird auch in Wechselstromgeneratoren ausgenutzt. Die Skizze in
der folgenden Ubungsaufgabe zeigt eine einfache Realisierung. Eine Leiterschleife wird in
einem zeitlich konstanten Magnetfeld B gedreht.

In diesem Falle dndert sich nicht E, auch nicht die Flachengrofle A der Leiterschleife,
sondern der Winkel ¢ = wt zwischen dem Magnetfeld und der Flichennormale. Wegen
® = BAcoswt, wird eine harmonische Wechselspannung induziert.

Ubungsaufgabe zum 14.6.

b Eine rechteckige offene Leiterschleife (s. Skizze) wer-

de mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w in einem

’ konstanten homogenen Magnetfeld B gedreht. Die

/ Lénge der Leiterschleife entlang der Drehachse sei [,

/ ihre Breite senkrecht dazu b. Das Magnetfeld sei senk-
l recht zur Drehachse orientiert.

@ a) Driicke die an den Kontakten induzierte Span-

@ R nung U;,q durch die gegebenen Gréfien aus!

// b) Berechne ihre Amplitude fiir 2000 Umdrehungen

Minute, B =0.1 T, [ =20 b= 15 cm!
(]ind pro Minute, , cm, cm

Herleitung des Induktionsgesetzes aus den Maxwellgleichungen:

Wir werden —® so lange umformen, bis U;,4 herauskommt.

Im allgemeinen Fall kann sich sowohl das Magnetfeld dndern (wie in Beispiel 1), als
auch die Lage bzw. Form der Leiterschleife (wie in Beispiel 2). Das gibt 2 Beitréige zur
Anderung des Magnetflusses:

o))
at A=const. at B=const.

Fiir den ersten Beitrag ergibt sich

_<3_‘I’> _ _ﬁ/g.dz N
ot A=const. ot A A=const. A ot

= /rotE-d'A = 7{ E-ds
MGI. A Gauss (A)

Der zweite Beitrag ist etwas komplizierter. Wir gehen von der Definition des Differential-
quotienten aus:

- <8—@> — lim U é(t)-d‘A—/ E(t)-djél}
ot B=const. At=0 A(t+At) A(t)

Dabei ist A(t) die von der Drahtschleife umschlossene Flidche zur Zeit ¢t und A(t + At)
jene zur Zeit t + At. Wegen div B = 0 kann man diese Flichen beliebig ausbeulen — es
muf nur ihr Rand mit der Leiterschleife iibereinstimmen. Wir kénnen deshalb A(t + At)
so withlen, dafl sie aus A(t) besteht plus die Fliche des 'Schlauches’, den die Leiterschleife
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in der Zeit zwischen ¢ und ¢ 4+ At iiberstrichen hat. Im obigen Differenzenquotienten
bleibt damit nur noch noch der Beitrag des 'Schlauchs’ iibrig. Wir betrachten jetzt ein
Linienelement ds auf der Leiterschleife (rechtsorientiert zur gewiihlten Flichennormalen).
Es durchwandert wéihrend At auf dem ’Schlauch’ den Streckenvektor vAt, wobei ¥ die
Geschwindigkeit ist, mit der sich der Draht an dieser Stelle bewegt. Dabei iiberstreicht
es das Flichenelement dA = 7At x ds auf dem Schlauch. Es gilt also:

/ E(t)-d}x—/ B / B(t) - d

A(t+At) A(t) Schlauch

- f{ B(t) - (5t x db)
(A)

dA=TAtxds

— —j{ (FAE x B(t)) - ds
@-(Bx&)=—(bxad)-¢ (A)

Dies in obigen Differenzenquotienten eingesetzt, At herausgekiirzt und den Limes aus-

gefiihrt ergibt
o ~ -
_ (a_) :]{ (@ x B(t)) - ds
ot B=const. (A)

Fassen wir nun beide Beitrige zu ® zusammen, so ergibt sich gerade das Induktionsgesetz
(10.2) mit

—

Uina = 7{ (E+ @ x B(t))-ds in der Leiterschleife (A) induzierte Spannung. (10.4)
(4)

Die induzierte Spannung ist also die Arbeit pro Ladung, welche die Lorentzkraft bei einem
Umlauf um die Leiterschleife leistet.

10.2 Der Wechselstromkreis

Es geht um das Zusammenspiel von ohmschen Widerstinden, Induktivitidten (Spulen)
und Kapazititen (Kondensatoren).

10.2.1 Induktivitit

Einfachster Stromkreis: Langer Draht.
An diesen die Wechselspannung UX (¢) angelegt?2.
B’(t) Dann fliefit Wechselstrom 1(¢).
Dessen Magnetfeld proportional I(t) (Quasisationaritét).
U ) !It)/‘ Damit auch dessen Fluf}:
o(t) = LI() (10.5)
Der Proportionalititsfaktor L heifit (Selbst-)Induktivitit
und ist eine charakteristische Konstante des Stromkreises.

Damit wird das Induktionsgesetz

— — . I
% Fods=—¢=-1%
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wobei der Rand (A) der Fliche A den Draht entlang von einem Kontakt zum anderen

lduft und sich durch die Luft zum Ausgangskontakt zuriick schliefit. Die entsprechenden
Beitrige zum Integral links sind

/ E-ds = RI Ohm’scher Spannungsabfall
Draht

/Luft

Damit liefert das Induktionsgesetz fiir diesen einfachen Stromkreis endgiiltig

ds = —UX angelegte Spannung

=

Ur = R-1I ohmsche Spannung

U,=1L- % induktive Spannung

UK =Uzr+ U { (10.6)

Die Spannungsabfille durch den ohmschen Bahnwiderstand R und die Selbstinduktivitéit
L addieren sich wie bei zwei in Reihe geschalteten Bauelementen.

Induktivitit einer Spule

Spulen liefern extrem grofle Beitriage zur Induktivitat.
Betrachten wir eine Spule mit Weicheisenkern (p > 1).
Sie habe N Windungen.

Strom I erzeugt innere Magnetfeldstirke H ~ NI (der Pro-
portionalitétsfaktor hingt von der Geometrie des Kerns ab).

Also Magnetflufl im Kern &y ~ uN1.

Dieser geht durch jede der N Windungsflachen, der Gesamtflufl
ist also ® = N®,, mithin

®
L= 7 uN? (10.7)

Fiir 4 > 1 und N > 1 wird das sehr grof}, so daf} die Beitrige der Zuleitungen im
Stromkreis vernachlissigt werden kénnen.

10.2.2 Kapazitit

Neben ohmschen Widerstdnden und Induktivitdten spielen noch Kapazitdten eine grofie
Rolle in Wechselstromkreisen. Sie werden durch Kondensatoren realisiert. Zwischen dem
Spannungsabfall U an einem Kondensator und der Plattenladung ) besteht Proportiona-
litdt. Der Proportionalititsfaktor in @ = C' - U ist die Kapazitéit des Kondensators (vgl.
Formeln 5.10 u. 5.15).

Bei Anlegen einer Wechselspannung éndert sich @ stindig. Ladungserhaltung verlangt
dabei (Q = I. Also gilt fiir den kapazitiven Spannungsabfall U

dU¢
— =1. 10.
= (10.8)
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10.2.3 Reihenschwingkreis I

R L C

” Im Reihenschwingkreis addieren sich die Spannungen
und die Strome sind gleich:
lUKl UN =Up+Up+Uc T=Ip=1I,=I¢

Ableiten der Spannungsbeziehung nach der Zeit und Division durch L ergibt

d*I  (R\ dI 1 1dv® . : : :
po) + (f) pn + (ﬁ) I= AT Diffgleichung Reihenschwingkreis — (10.9)

Dies ist die Differentialgleichung eines harmonischen Oszillators mit der Resonanz-Frequenz
wo = 1/v/ LC und der Dampfungskonstante v = R/L, der durch die externe Kraft auf der
rechten Seite angeregt wird.

Gewdhnlich hat man harmonische Wechselspannungen, UX (t) = UK cos (wt). Dann ist
die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung die Superposition einer harmonischen
Schwingung mit der Anregungsfrequenz w und eines abklingenden Einschwingvorganges
(s. Mechanik). Nach hinreichend langer Zeit sind die Einschwingvorgéinge abgeschlos-
sen und es bleibt nur die erzwungene Schwingung, d.h., ein harmonischer Wechselstrom.
Dessen Amplitude kann man bestimmen, indem man einen entsprechenden harmonischen
Losungsansatz in die Differentialgleichung einsetzt.

Eleganter und auch fiir komplexere Schaltungen erhélt man die Wechselstromamplitude
mit der Methode komplexer Amplituden.

10.2.4 Trick: Die Methode komplexer Amplituden

Eine harmonische Funktion f(t) = fy coswt + ¢ ist durch ihre Amplitude fy, ihre Frequenz
w und ihre Phasenverschiebung (gegen den cosinus) festgelegt. Mit cosa = Re e’ kann
man auch schreiben

f(t) = %e[foei(“’H‘p)] = Re[foe' '] = %e[fei“’t].

Hier ist Amplitude f; und Phasenverschiebung ¢ in der komplexen Amplitude f = foe'®
zusammengefaflt.

Zwei harmonische Funktionen sind offensichtlich genau dann gleich, wenn die komplexen
Amplituden und die Frequenzen iibereinstimmen, d.h. u.a.

aus Re[fe™!] = Re[ge™!] folgt f = g.

Wenden wir dies auf die Beziehungen zwischen Spannung und Strom vorgegebner Frequenz
bei Widerstand, Induktivitit und Kapazitit an:

Ohmscher Widerstand: U = RI — Re[Ue™!] = Re[RIe™!] — U=RI (10.10)

Induktivitét: U=LI — Re[lUe®]=Re[liwe™] — U=iwl (10.11)
: o . I

Kapazitat: CU=1 — Re[CUiwe™"| =Re[le™] — U =-— (10.12)
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Die erhaltenen Beziehungen sind alle vom Typ U = R -1 mit den komplexen Wech-
selstromwiderstinden R = R,iwL, 1/(iwC) fir ohmschen Widerstand, Induktivitéit und
Kapazitit.

Man kann damit die Gesamtwiderstéinde komplizierter Netzwerke solcher Bauteile mit den
bekannten Regeln fiir Reihenschaltung (Widersténde addieren sich) und Parallelschaltung
(Kehrwerte der Widerstinde addieren sich) relativ einfach berechnen (ohne noch Diffe-
rentialgleichungen 16sen zu miissen).

10.2.5 Reihenschwingkreis IT

Fiir den Reihenschwingkreis gibt diese Methode ganz einfach

- U wy —i(w? —wd) A y=2%
I= = U L 10.13
R+iwL +1/(iwC)  w?y? + (w? — w})? w = ( )

=

Bei schwacher Dampfung (7 < wy bzw. R < 4/L/C) hat der Nenner ein scharfes
Minimum nahe bei w = wy (Resonanz). In diesem Bereich wird der Strom nur durch den
kleinen ohmschen Widerstand begrenzt, wiahrend bei kleinen Frequenzen die Kapazitit
und bei hohen die Spule den Stromflufl blockieren.

Dies soll als Demonstrationsbeispiel fiir die niitzliche Methode komplexer Amplituden
reichen.

10.3 Induktiv gekoppelte Stromkreise: Transformator

P,

N Trafo in SS 2000 aus Zeitmangel nicht behandelt.
2 Deshalb nicht weiter ausgearbeitet.
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11 Abstrahlung elektromagnetischer Wellen

Entdeckt 1886 by Heinrich Hertz

Heute: Weit genutztes Phénomen; schon Kinder wissen:
von Antennen kann man was aussenden und dies auch wieder mit An-

tennen empfangen.

Was sagt die Theorie dazu? Welche Felder senden Antennen aus?

Wir betrachten Antennen als rdumlich begrenzte zeitlich verdnderliche Ladungs- und
Stromverteilungen, p(7") u. J(7°).

Allgemeiner Fall: ziemlich schwierig.

Wir beschrinken uns auf die einfachste?® Situation:

e Antenne klein im Vergleich zur Wellenldnge A

e Fernfeld:
Abstand des Aufpunktes 77 von der Antenne grof§ im Vergleich zur Wellenléinge A

P < A< |F] (11.1)

11.1 Vektorpotential
Wir gehen aus von der allgemeinen Losung (6.31)

ArFy = &2
") = &) 7=

dV' mit ' =t—|7—7|/c. (11.2)

Annahme 1: Laufzeit innerhalb d. Ladungsverteilung (Antenne) vernachléssigbar, r’ < A.
Annahme 2: Aufpunkt weit weg, ' < r (Fernzone).

Dann 7' in | — 7’| vernachléssigbar und

ARy =125y mit ¢ =t—" und pt) :/f(F’,t) v’ (11.3)

4rr c

Das héngt nur noch vom Abstand r von der Atenne ab (Kugelwelle).

Anmerkung: p(t) ist gerade die zeitliche Ableitung des Dipolmoments der Antenne.

23und zum Gliick in der Praxis auch wichtigste
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Beweis: 0.B.d.A. fiir die z-Komponente:

d d ) o B .
yr xp(r)dV / TP p(7)dV = —/Va:dle(r)dV

Kont.Gleichg.

= —/ [div(:rf)—e}-j] = —7{ xj-d_A+/deV:/deV q.e.d.
Vv Gauss (V) Vv Vv

Das Oberflichenintegral verschwindet, weil V' bei der Berechnung des Dipolmoments so
gewdhlt werden muf}, daf die Ladungs- und Stromverteilung vollstindig im Innern liegt,
J auf der Oberfliche also verschwindet.

11.2 Magnetfeld

B(7) = rot A(7) = 1o (v x M)

47 T

Annahme 3: Beschrankung auf Wellenzone: \ < r.

Dann kann der Nenner r als konstant betrachtet werden im Vergleich zum Zéhler p(t—r/c),
der innerhalb einer Wellenlénge stark variiert:

Bry o~ (v Xp(t—r/c))

8

47y
- % (V(t ~rfe) x it — r/c)) - % ((—a Je) x flt — r/c))
ergo B() = 47‘:20 (5(15') X 5,)) mit #' =t — r/c. (11.4)

Diskussion:

e iiberall B L 7 (Magnetfeld transversal)

e |B| ~ |p], die Amplitude des abgestrahlten Magnetfeldes ist (in der Ferne) propor-
tional zur Beschleunigung der Ladungen in der Antenne.

e B =0 fiir 7 | p, in Richtung der Beschleunigung des Dipolmoments der Antenne
wird nicht abgestrahlt.

11.3 Das elektrische Feld

Man koénnte wieder von den Potentialen ausgehen. Einfacher geht’s direkt von den MGI:

" - i’t—
rot B = psok, also E—c rot B = ZOC (V X (M X é;)))

™ r

wieder: stirkste r-Abhingigkeit in 7’ (Wellenzone), also

E= = <(V(t—r/c)) x (M x 5,))) = —c (& % é’) .
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Dies zeitlich integriert gibt bis auf uninteressante Integrationskonsante

E(F)ZC(E(F) ><5r)- (11.5)

Diskussion:

e iiberall E L 7 (auch elektrisches Feld transversal)
o iiberall £ L 5 |

e auch E = 0 fiir 7 | P, in Richtung der Beschleunigung des Dipolmoments der Antenne
wird nicht abgestrahlt.

11.4 Energiedichte

1( =, B?
Das abgestrahlte Feld hat die Energiedichte w = 3 (60E2 + —)

Bz 1 . 2
NR1: 2 = _( Ho 5t — 1 /¢) x a))
po  po \d7mre

_ Ho So0, )  trr = -
T2z P (t —r/c) sin®0 wo 0 = Winkel zw. p'und 7.
NR2: g0E? = goc®(B X €,)? = —
=B2weilBLr  HO

Aha: elektrische und magnetische Feldenergie der Strahlung sind gleich grof3!

Ho - P2(t') sin®0 mit ¢ =t —r/c. (11.6)

Explizit: = —
xplizi w 167202

11.5 Poynting-Vector in der Fernzone

Aus den Feldern 148t sich nun auch die Energiefluldichte berechnen:

S = Exf[:i((gxé})xé):i(éx(é}xé))
Ho Ho
= — (erB — B(é, - B)) = —B%¢, = cegE7€e,.
ax(bxc)=b(ac)—c(ab) o -0 Mo
.. ~ 1% 5 . N .
Explizit: S = 167r200r2 p2(t) sin®0é, mitt' =t —r/c. (11.7)

Diskussion:

e zeigt iiberall in Richtung von 7
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e Vorfaktor vor €, ist immer > 0 =- die Energie flief}t iiberall weg von dem Dipol.
Das ist Abstrahlung.

e |S| ~1/r2 = EnergiefluB durch eine Kugeloberfliiche um den Dipol herum hiingt
nicht von deren Radius ab.

Vergleich mit w gibt: S—c-w-é (11.8)

Interpretation: ¢ ist die Geschwindigkeit, mit der die Feldenergie durch die abgestrahlte
Welle transportiert wird.

11.6 Abgestrahlte Gesamtleistung

Integration iiber Kugelfliche mit Radius R gibt:

2 ™
&:zf‘ﬁﬂzftw/ﬂmmwa§
r=R 0 0

27 ™ ™
B 5 . Ho - .9, 2ThHo 3 3
= /0 dgp/ﬂ dOR smﬁm p2(t — R/c) sin“0 = T6mle p2(t—r/c)/0 df sin°0
=4/3
Sl o Mo 3 ’ . r R
mithin: Pr(t) = e p2(t) mitt = <t - ;) (11.9)
Diskussion:
e unabhéngig von R — bis auf die Verzogerung R/c.
e Einzelne Ladungen strahlen Energie ab, wenn sie sich beschleunigt bewegen.
11.7 Beispiel: Linearer Oszillator
Das Dipolmoment schwinge nur in eine Richtung periodisch mit der Frequenz w:
P(t) = poé, sinwt. Dann p(t) = —pow’e, sinwt — p(t)? = piw sin®wt
2
Also B = Bysin (wt — 2r) mit By = "% (& x &) (11.10)
c dmer

Das ist harmonische Kugelwelle.
Das Argument des Sinus ist ihre Phase.

Flachen konstanter Phase sind gegeben durch

w
wt — —r = const. = r=ry+ct
&
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c ist die Phasengeschwindigkeit.

Um sich die Feldrichtungen zu veranschaulichen, stelle man sich eine Kugel mit dem
Radius r vor, analog zum Erdglobus, €, zeige in Richtung Erdachse.

Dann zeigt B iiberall auf der Oberfliche horizontal in Richtung des Breitenkreises (Ost-
West-Richtung, mit der Frequenz w wechselnd, natiirlich).

Die elektrische Feldstirke E = ¢(B x €,) senkrecht dazu in Nord-Siid-Richtung. Nach
Norden, wenn B westwirts zeigt und nach Siiden, wenn B ostwérts weist.

Beide Felder wechseln gleichzeitig das Vorzeichen (sind dann null).

Als Polarisation der elmagn. Welle bezeichnet man die Schwingungsrichtung von E , also
nord-siid.

Die Feldamplituden sind am Aquator am grofiten, die Welle ist dort parallel zum Dipol
polarisiert. Senkrecht zum Dipol wird am meisten abgestrahlt.

Am Nordpol verschwinden die Feldamplituden. In Richtung der Dipolachse wird nichts
abgestrahlt.

Poynting-Vektor:

4

6
' 4
5 MoPow ) _E . 92, o
’ S = T6r2e Sib (wt Cr) sin“f e, (11.11)

Die 6-Abhéngigkeit ergibt die nebenstehend als
Polardiagramm dargestellte Abstrahlcharakteri-

stik.
Abgestrahlte Gesamtleistung
popgw’ w
Pr(t) = 67?0 sin?(wt — ER)

Das schwankt zeitlich mit der Lichtfrequenz. Das ist unmef3bar schnell. Interessanter ist
deshalb der zeitliche Mittelwert, den ein Strahlungsempfinger messen wiirde:

) — i _ i
R’ 127e 3egAt

(11.12)

Diskussion:

e das ist unabhéngig von R

e ~ A1 bei gleicher Dipolstiirke py strahlen kurze Wellen viel stiirker ab als lange.

Das ist Haupt-Ursache fiir den blauen Himmel:

Die Luftmolekiile werden vom weiflen Sonnenlicht bei allen Wellenléngen
gleichméfig zum Schwingen angeregt.

Am blauen Ende des sichtbaren Spektrums ist die Wellenldnge aber etwa
nur halb so grof}, wie am roten Ende, also wird 2* = 16 mal so viel Leistung
abgestrahlt. Das fillt schon ins Auge.
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11.8 Die ebene elektromagnetische Welle als Grenzfall

Die Phasenflichen der abgestrahlten Welle sind Kugeln mit dem Dipol im Mittelpunkt.
Oft ist das Beobachtungsgebiet aber klein gegen den Radius R der Kugelwelle.

Die Empfangsantenne ist in der Regel sogar winzig gegen den Abstand zum Sender.
Dann spielt die Kriimmung der Phasenfliche keine Rolle [s. auch Skizze bei Formel (11.1)].
Sie kann lokal durch eine Ebene (Tangentialebene an die Kugel) approximiert werden.
Wie geschieht das mathematisch?

Indem man den Koordinatenursprung von der Sende- zur Empfangsantenne verlegt.

Man substituiert iiberall @ — R + 7, wobei R der Vektor vom alten Ursprung in der
Sendeantenne zu einem zentralen Punkt der Empfangsantenne ist und das neue 7 nur
noch von R zum jeweiligen Aufpunkt im Empfangsgebiet reicht.

Dann gilt r < R. Fiir die Phase der Welle bedeutet das zunéchst

t—f—>t |R+T| _1<R+§.f’+...): _E_e_R.f’_...
c c c R

Verlegt man noch den Zeitnullpunkt in R/c, so bedeutet das

— . - w — —
w(t—r/c) - wt—k-7 mit dem Wellenvektor k = —¢é = ~ or
c
Die von einem linearen harmonischen Dipole ausgestrahlte elektromagnetische Welle hat

dann im lokalen Empfangsgebiet die folgende Gestalt:

B(7) = Bysin (wt — k - 7) E(7) = Eysin (wt — k - 7)
2 R 11.13
]{52 = EQJ_I{Z, BQ = — (- X E()) . ( )
c c\k
Diskussion:

e Die Flichen konstanter Phase sind jetzt die Ebenen k-7 = wt + const.

e Ly und damit die Schwingungsrichtung von E ist zeitlich konstant.

Man nennt das eine linear polarisierte ebene elektromagnetische Welle.

Ubungsaufgabe:

Weisen sie nach, daf§ die ebene elektromagnetische Welle (11.13) eine Losung der homo-
genen Maxwellgleichungen ist!



